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ОСНОВИ МЕТРИЧНОЇ ТЕОРIЇ ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ
ЗНАКОЗМIННИМИ РЯДАМИ ЛЮРОТА ТА НАЙПРОСТIШI

ЗАСТОСУВАННЯ

М.В. Працьовитий, Ю.В. Хворостiна

Анотацiя. У данiй роботi обґрунтовується, що довiльне дiйсне число x ∈ (0, 1]

можна єдиним чином подати у виглядi знакозмiнного ряду Люрота

x =
1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
+ · · ·+ (−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
+ . . . , де an ∈ N.

Вивчено властивостi цилiндричних множин, геометричний змiст цифр, основне ме-
тричне вiдношення. Доведено метричну незалежнiсть цилiндрiв L̃-зображення. Опи-
сано тополого-метричнi властивостi множин з обмеженими L̃-символами. Знайдено
необхiднi i достатнi умови дискретностi та канторовостi розподiлу випадкових ве-
личин з незалежними елементами розподiлiв в знакозмiннi ряди Люрота.

Abstract. In this paper we prove that any real number x ∈ (0, 1] can be uniquely
represented in the from of alternating Luroth series

x =
1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
+ · · ·+ (−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
+ . . . , where an ∈ N.

We studied the properties of cylindrical sets, geometric interpretation of digits, basic
metric relation. We have proved metric independence of cylinders of L̃-expansion. Metric
and topological properties of sets with limiting L̃-symbols. We have derived necessary
and sufficient conditions for the discrete and Cantor distribution of random variables
represented by the alternating Lüroth series with independent elements.

Ключовi слова: зображення чисел знакозмiнними рядами Люрота, геометрiя
L̃−зображення, напiвцилiндри, множин з обмеженими L̃-символами, випадковi ве-
личини з незалежними L̃−символами, дискретний розподiл, розподiл канторiвсько-
го типу.

Вступ

Метрична теорiя чисел — один з класичних i в той же час бурхливо прогресую-
чих роздiлiв теорiї чисел, який має як самостiйне значення, так i глибокi зв’язки
з ергодичною теорiєю динамiчних систем, теорiєю ймовiрностей, теорiєю кодування
та фрактальною геометрiєю. Найбiльш багатими є метричнi теорiї систематичних
(s-адичних) та ланцюгових дробiв. Менш розвинутими є метричнi теорiї зображен-
ня чисел рядами, членами яких є числа, оберненi до натуральних. Це зображення
чисел знакододатними рядами: Енгеля [15], Люрота [5], [9], Сiльвестра [11] та знако-
змiнними рядами: Остроградського-Серпiнського-Пiрса [1], [10], [12], Люрота [7], [8],
Остроградського 2-го виду [13], [14] тощо. Всi цi зображення мають, взагалi кажучи,
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рiзну геометрiю (геометричне значення цифр, властивостi цилiндричних множин, ме-
тричнi спiввiдношення та iншi). Топологiя ж усiх вказаних зображень знакозмiнними
рядами є однаковою i спiльною з зображеннями чисел ланцюговим дробом.

Дана робота присвячена розвитку метричної теорiї представлення дiйсних чисел
знакозмiнними рядами Люрота. Ще в 1883 роцi Jacob Lüroth знайшов розклади дро-
бової частини дiйсного чисел у знакододатнi ряди спецiального виду, а в 1990 роцi
Sofia Kalpazidou, Arnold Knopfmacher i John Knopfmacher [7] запропонували знако-
змiнний анолог розкладiв Люрота. Вони довели, що довiльне дiйсне число x ∈ (0, 1]

можна подати у виглядi скiнченного або нескiнченного знакозмiнного ряду Люрота

x =
1

a1
+
∑
n≥2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
, an ∈ N,

причому кожне iррацiональне число має єдине зображення, яке є нескiнченним i непе-
рiодичним, а кожне рацiональне число має або скiнченне, або перiодичне зображення.
Цiєю ж групою авторiв у 1991 роцi в роботi [8] було проведено дослiдження деяких
метричних властивостей, зокрема, встановлено iснування майже скрiзь константи ти-
пу Хiнчина, асимптотичної частоти для будь-якого заданого значення цифр i точної
оцiнки дiофантового наближення. Але систематичного викладу тополого-метричної,
фрактальної i ймовiрнiсної теорiй зображень чисел знакозмiнними рядами Люрота
сьогоднi не iснує. Плануючи його здiйснити, в данiй роботi ми висвiтлюємо геоме-
трiю даного зображення, будуємо основи метричної теорiї i вказуємо на найпростiшi
застосування в теорiї розподiлiв випадкових величин.

1. Розклад дiйсного числа у знакозмiнний ряд Люрота

З метою цiлiсностi викладу у цьому пунктi ми наводимо вiдомi результати дослi-
дження розкладу дiйсного числа x ∈ (0, 1] у знакозмiнний ряд Люрота. При цьому
крiм вiдомого компактного доведення теореми 1 ми наводиво своє "бiльш геометри-
чне"доведення.

Теорема 1. Для довiльного дiйсного числа x ∈ (0, 1] iснує скiнченний набiр нату-
ральних чисел (a1, a2, ..., an) або нескiнченна послiдлвнiсть (an) таких, що

x =
1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
+ . . .+

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
+ . . . .

Доведення 1. Нехай x довiльне дiйсне число з (0; 1] i

a1 =

[
1

x

]
, x1 =

(
1

a1
− x

)
a1(a1 + 1).

Тодi рекурсивно задамо

an+1 =

[
1

xn

]
≥ 1,

xn+1 =

(
1

an+1

− xn

)
an+1(an+1 + 1).

Причому, 0 ≤ xn < 1, що легко побачити з нерiвностi 1
an+1+1

< xn ≤ 1
an+1

.
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Алгоритм зупиняє дiю при xn = 0, в iншому випадку дiя алгоритму є нескiнчен-
ною. (Наведений вище алгоритм запропонований S. Kalpazidou, A. Knopfmacher, i
J. Knopfmacher [7])

Повторне використання описаного вище алгоритму дає такий результат:

x =
1

a1
− 1

a1(a1 + 1)
· x1 =

1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
+

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)
· x2 = · · · =

=
1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
+ · · ·+ (−1)k

a1(a1 + 1) . . . ak(ak + 1)
· xk.

Оскiльки, an ≥ 1 для всiх n ≥ 1, то
xn

a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)
≤ 1

2n
→ 0, при n → ∞

Звiдси випливає, що x має знакозмiнний розклад в ряд Люрота. �
Доведення 2. Нехай x довiльне дiйсне число з (0; 1].

Очевидно, що iснує a1 ∈ N таке, що
1

a1 + 1
< x ≤ 1

a1
, тодi

1

a1 + 1
− 1

a1
= − 1

a1(a1 + 1)
< x− 1

a1
≤ 0.

Якщо x− 1

a1
= 0, тодi x =

1

a1
.

Якщо x1 = x− 1

a1
< 0, тодi |x1| <

1

a1(a1 + 1)
.

Очевидно, що iснує a2 ∈ N таке, що

− 1

a1(a1 + 1)a2
≤ x1 < − 1

a1(a1 + 1)(a2 + 1)
тодi

0 ≤ x1 +
1

a1(a1 + 1)a2
< − 1

a1(a1 + 1)(a2 + 1)
+

1

a1(a1 + 1)a2
=

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)
.

Якщо x1 +
1

a1(a1 + 1)a2
= 0, тодi x =

1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
.

Якщо x2 = x1 +
1

a1(a1 + 1)a2
> 0, тодi |x2| <

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)
.

Очевидно, що iснує a3 ∈ N таке, що
1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)(a3 + 1)
< x2 ≤

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3
.

Тодi

− 1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3(a3 + 1)
< x2 −

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3
≤ 0.

Якщо x2−
1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3
= 0, тодi x =

1

a1
− 1

a1(a1 + 1)a2
+

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3
.

Якщо x3 = x2−
1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3
< 0, тодi |x3| <

1

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)a3(a3 + 1)
,

i т. д.



4

Оскiльки |xn| → 0, при n → ∞, то маємо збiжнiсть процесу i отримаємо

x =
1

a1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
.

�

Якщо число x розкладається в скiнченну суму, то це символiчно записуватимемо
x = L̃(a1, a2, . . . , an), якщо ж число x розкладається в ряд, то x = L̃(a1, a2, . . . , an, . . .).
Вказаний скорочений запис представлення дiйсного числа знакозмiнним рядом Лю-
рота називатимемо L̃-зображенням.

Теорема 2. Дiйсне число x ∈ (0, 1] є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли його
L̃-зображення є скiнченним або перiодичним.

Доведення. Якщо розклад числа x скiнченний, то x як результат скiнченної кiлькостi
арифметичних операцiй над цiлими числами, є рацiональним.

Нехай an = an+k для деякого k ∈ N , починаючи з деякого n ≥ 1. Використовуючи
позначення

sn =
1

a1
− 1

a1(a1 + 1)
· 1

a2
+ · · ·+ (−1)n−2

a1(a1 + 1) . . . an−2(an−2 + 1)
· 1

an−1

i поклавши gn = (a1 + 1)a1 . . . (an + 1)an та g∗ = gn+k−1/gn−1, маємо

x = sn+
(−1)n−1

gn−1

{(
1

an
− 1

(an + 1)an
· 1

an+1

+ . . .

+
(−1)k−1

(an + 1)an . . . (an+k−2 + 1)an+k−2

· 1

an+k−1

)
+

+(−1)k
(

1

g∗an
− 1

g∗(an + 1)an
· 1

an+1

+ . . .

+
(−1)k−1

g∗(an + 1)an . . . (an+k−2 + 1)an+k−2

· 1

an+k−1

)
+

+(−1)2k
(

1

g2∗an
− 1

g∗(an + 1)an
· 1

an+1

+ . . .

)
+ . . .

}
=

= sn+
(−1)n−1

gn−1

(
1

an
− 1

(an + 1)an
· 1

an+1

+ . . .

+
(−1)k−1

(an + 1)an . . . (an+k−2 + 1)an+k−2

· 1

an+k−1

)
×

×
(
1 +

(−1)k

gk
+

(−1)2k

g2k
+ · · ·+ (−1)nk

gnk
+ . . .

)
.

Останнiй множник є сумою нескiнченно спадної геометричної прогресiї, яка є ра-
цiональним числом. Тому число x також є рацiональним.
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Навпаки, припустимо, що x = p/q — рацiональне число, де p, q ∈ N , p < q. Тодi
кожне xn є рацiональним i

xn = an + 1− (an + 1)anxn−1 = an + 1− (an + 1)an(an−1 + 1− (an−1 + 1)an−1xn−2) = . . . =

= bx1 + c = b(a1 + 1− p

q
(a1 + 1)a1) + c =

pn
q
, де b, c ∈ Z.

Оскiльки 0 ≤ xn < 1 для всiх n, то або xn = 0 для деякого n, i в цьому випадку
розклад скiнченний, або ж для кожного n

xn ∈
{
1

q
,
2

q
, . . . ,

q − 1

q

}
i тому iснують k, n ∈ N такi, що xn = xn+k. Тодi алгоритм, застосований до xn+k,
дає такi самi елементи знакозмiнного ряду Люрота, як i застосований до xn, тобто
елементи стають перiодичними. �

Зазначимо, що для рацiональних чисел зi скiнченним розкладом можлива неодно-
значнiсть останнього члена, аналогiчна неоднозначностi, яка має мiсце у випадку
ланцюгових дробiв. Щоб усунути неоднозначнiсть, ми будемо використовувати за-
мiну зображення L̃(a1, a2, . . . , an−1, 1) зображенням L̃(a1, a2, . . . , an−1 + 1) у випадку
an = 1.

Для спрощення виконання операцiї порiвняння чисел
Для того, щоб можна було порiвнювати скiнченнi розклади рiзної довжини за

величиною, вводиться символ ω з властивiстю n < ω для будь-якого n ∈ N . Ми
можемо тепер зобразити скiнченнi послiдовностi нескiнченними послiдовностями та-
ким чином: для кожного x = L̃(a0, a1, . . . , an) покладемо aj = ω для j > n i тодi
x = L̃(a0, a1, . . . , an, ω, ω, . . . ).

Теорема 3 (Властивiсть порядку). Нехай x = L̃(a1, a2, . . . ), y = L̃(b1, b2, . . . ) i
x ̸= y. Тодi x < y тодi i тiльки тодi, коли iснує таке

(i) a2n < b2n або (ii) a2n+1 > b2n+1,

причому i = 2n або i = 2n+ 1 є першим iндексом i ≥ 0 таким, що ai ̸= bi.

Доведення. Розглянемо залишки рядiв Люрота

rk =
∞∑
n=k

(−1)n−1

(a1 + 1)a1 . . . (an−1 + 1)an−1

· 1

an
.

За наслiдком з теореми Лейбнiца про збiжнiсть знакозмiнних рядiв залишок зна-
козмiнного збiжного ряду має знак свого першого члена i менший вiд нього по абсо-
лютнiй величенi.

Тодi, використавши позначення gn = (a1 + 1)a1 . . . (an + 1)an, маємо

|rk| <
1

gk−1

· 1

ak
.
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Також

|rk| =
1

gk−1

(
1

ak
− 1

(ak + 1)ak
· 1

ak+1

+
1

(ak + 1)ak(ak+1)ak+1

· 1

ak+2

− . . .

)
≥

≥ 1

gk−1

(
1

ak

(
1− 1

(ak + 1)

)
+

1

(ak + 1)ak(ak+1)ak+1ak+2

(
1− 1

ak+2 + 1

)
+ . . .

)
>

>
1

gk−1

(
1

ak

(
1− 1

(ak + 1)

))
=

1

gk−1

· 1

ak + 1
.

Розглянемо випадок (i). Тодi ai = bi, i = 1, 2n− 1, a2n < a2n + 1 ≤ b2n.

y − x = ry2n − rx2n = |rx2n| − |ry2n| >

>
1

gk−1

· 1

a2n + 1
− 1

gk−1

· 1

b2n
=

1

a2n + 1
− 1

b2n
≥ 0.

Твердження доводиться аналогiчним чином, якщо має мiсце випадок (ii).
�

2. Геометрiя L̃-зображення чисел

Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , cn) — заданий набiр натуральних чисел. Цилiндром
рангу n з основою c1c2 . . . cn називається множина ∆L̃

c1c2...cn
всiх x ∈ (0, 1] виду

x = L̃(a1, a2, . . . , an, . . .), або x = L̃(a1, a2, . . . , an), ai = ci, i = 1, n.

Цилiндричнi множини мають наступнi властивостi.

1. ∆L̃
c1...cn

=
∞∪
i=1

∆L̃
c1...cni

.

2. inf ∆L̃
c1...c2m−1

= L̃(c1, . . . , c2m−1)− 1
c1(c1+1)...c2m−1(c2m−1+1)

=

= L̃(c1, . . . , c2m−1, 1) = L̃(c1, . . . , c2m−2, c2m−1 + 1) ̸∈ ∆L̃
c1...c2m−1

;

sup∆L̃
c1...2m−1 = L̃(c1, . . . , c2m−1) ∈ ∆L̃

c1...c2m−1
;

inf ∆L̃
c1...2m

= L̃(c1, . . . , c2m) ∈ ∆L̃
c1...c2m

;

sup∆L̃
c1...2m

= L̃(c1, . . . , c2m) +
1

c1(c1+1)...c2m(c2m+1)c2m
=

= L̃(c1, . . . , c2m, 1) = L̃(c1, . . . , c2m−1, c2m + 1) ̸∈ ∆L̃
c1...c2m

.

3. sup∆L̃
c1...c2m−1i

= inf ∆L̃
c1...c2m−1(i+1);

inf ∆L̃
c1...c2mi = sup∆L̃

c1...c2m(i+1).

Нехай l1 = L̃(c1, . . . , cn + 1), l2 = L̃(c1, . . . , cn).

Лема 1. Цилiндр ∆L̃
c1...cn

є пiвiнтервалом (l1, l2], якщо n – непарне, або пiввiдрiзок
[l2, l1), якщо n – парне.

Доведення. Розглянемо випадок, коли n – непарне, а саме n = 2m− 1.
Очевидно, що ∆L̃

c1...cn
⊂ (l1, l2] . Доведемо, що (l1, l2] ⊂ ∆L̃

c1...cn
. Оскiльки l2 ∈ ∆L̃

c1...cn
,

то досить показати, що довiльне x = L̃(x1, . . . , xn, . . . ) ∈ (l1, l2) належить ∆L̃
c1...cn

.
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Взагалi кажучи, розклади чисел l1, l2 i числа x можуть мати рiзну довжину, тому
для їх порiвняння зобразимо числа l1, l2 наступним чином

l1 = L̃(c1, . . . , c2m+1 + 1, ω, ω, . . . , ω), l2 = L̃(c1, . . . , c2m+1, ω, ω, . . . , ω),

де ω > xn, n ≥ 1.

Оскiльки l1 < x < l2, то x в L̃-зображеннi має xi = ci, i = 1, 2m, i

або x2m+1 = c2m+1 + 1, або x2m+1 = c2m+1.

Якщо x2m+1 = c2m+1 + 1, то l1 > x за теоремою 4, бо ω > x2m+2.
Тому x2m+1 = c2m+1 i за теоремою 4 справедливi нерiвностi l1 < x < l2.
Аналогiчно для випадку n = 2m у L̃-зображеннi числа x для i = 1, 2m виконува-

тиметься рiвнiсть xi = ci.
Таким чином, x має наступне L̃-зображення x = L̃(c1, . . . , cn, xn+1, xn+2, . . .), а отже,

x ∈ ∆L̃
c1...cn

, що й вимагалось довести. �

Наслiдок 1. Для довжини цилiндра рангу n має мiсце спiввiдношення:

diam∆L̃
c1...cn

≡ |∆L̃
c1......cn

| = 1

c1(c1 + 1) . . . cn(cn + 1)
≤ 1

2n
→ 0 (n → ∞).

Вираз довжини цилiндра ∆L̃
c1c2...cn

дозволяє отримати ряд метричних вiдношень,
якi лежать в основi метричної "геометрiї" зображення чисел знакозмiнними рядами
Люрота.

Лема 2. Якщо ∆L̃
c1c2...cn

— фiксований цилiндр, то має мiсце рiвнiсть (основне ме-
тричне вiдношення)

|∆L̃
c1c2...cni

|
|∆L̃

c1c2...cn
|
=

1

i(i+ 1)
.

Справдi,

|∆L̃
c1c2...cni

|
|∆L̃

c1c2...cn
|
=

c1(c1 + 1) . . . cn(cn + 1)

c1(c1 + 1) . . . cn(cn + 1)i(i+ 1)
=

1

i(i+ 1)
.

Наслiдок 2. Має мiсце рiвнiсть:

|∆L̃
c1c2...cn1

|
|∆L̃

c1c2...cn
|
=

1

2
.

Очевидно, що значення основного метричного вiдношення залежить лише вiд
останнього символа в основi цилiндра.

Враховуючи основне метричне вiдношення i наслiдок 2, отримуємо

|∆L̃
c1c2...cni

|
|∆L̃

c1c2...cn
|
≤ 1

2
.



8

3. Напiвцилiндри та їх властивостi

Розглянемо множину

∆k
i = {x : x = L̃(a1, . . . , ak−1, i, ak+1, . . .), aj ∈ N},

чисел (0, 1], L̃-зображення яких на k-тому мiсцi мiстять символ i, тобто ak(x) = i.

Лема 3. Для довiльних натуральних i та k має мiсце рiвнiсть

λ
(
∆k

i

)
=

1

i(i+ 1)
.

Доведення. З властивостей цилiндричних множин та означення множини ∆k
i випли-

ває, що

∆k
i =

∞∪
a1=1

. . .

∞∪
ak−1=1

∆L̃
a1...ak−1i

.

Тодi

λ
(
∆k

i

)
=

∞∑
a1=1

. . .

∞∑
ak−1=1

|∆L̃
a1...ak−1i

| = 1

i(i+ 1)

 ∞∑
a1=1

. . .

∞∑
ak−1=1

|∆L̃
a1...ak−1

|

 =

=
1

i(i+ 1)
· 1 =

1

i(i+ 1)
.

�

Наслiдок 3. Мiра Лебега множини ∆k
ī чисел x ∈ (0, 1], якi в L̃-зображеннi на k-му

мiсцi мають цифри, вiдмiннi вiд цифри i, обчислюються за формулою

λ
(
∆k

ī

)
= 1− 1

i(i+ 1)
.

Нехай маємо два набори натуральних чисел (c1, c2, . . . , cm), (k1, k2, . . . , km), де
k1 < k2 < . . . < km.

Лема 4. Мiра Лебега множини

∆k1...km
c1...cm

= {x : aki(x) = ci, i = 1, m}

чисел (0, 1], якi на k1 мiсцi мають цифру c1, а на k2 мiсцi мають цифру c2 i т. д.,
на km мiсцi — цифру cm, обчислюється за формулою:

λ
(
∆k1...km

c1...cm

)
=

m∏
i=1

1

ci(ci + 1)
.

Доведення. Враховуючи означення множини ∆k1...km
c1...cm

i властивiсть 1 цилiндричних
множин, маємо

∆k1...km
c1...cm

=
∞∪

a1=1

. . .

∞∪
ak1−1=1

∞∪
ak1+1=1

. . .

∞∪
akm−1=1

∆L̃
a1...ak1−1ak1ak1+1...akm−1akm

.
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Тодi

λ(∆k1...km
c1...cm

) =
∞∑

a1=1

. . .

∞∑
ak1−1=1

∞∑
ak1+1=1

. . .

∞∑
akm−1=1

∆L̃
a1...ak1−1ak1ak1+1...akm−1akm

.

Аналогiчними мiркуваннями доведення леми 3, отримуємо

λ
(
∆k1...km

c1...cm

)
=

1

cm(cm + 1)
· 1

cm−1(cm−1 + 1)
· . . . · 1

c1(c1 + 1)
=

m∏
i=1

1

ci(ci + 1)
.

�

Наслiдок 4. Напiвцилiндри L̃-зображення є метрично незалежними, тобто

λ
(
∆k1...knkn+1...km

c1...cncn+1...cm

)
= λ

(
∆k1...kn

c1...cn

)
· λ
(
∆kn+1...km

cn+1...cm

)
= λ

(
∆k1

c1

)
· . . . · λ

(
∆kn

cn

)
· . . . · λ

(
∆km

cm

)
.

Наслiдок 5. Мiра Лебега множини ∆k1k2...km...
c1c2...cm... дорiвнює нулю.

4. Множини з обмеженими L̃-символами

Лема 5. Якщо ∆L̃
c1c2...cn

— фiксований цилiндр, то для мiри Лебега має мiсце рiв-
нiсть:

λ

(
m∪
i=1

∆L̃
c1c2...cni

)
=

m

m+ 1
|∆L̃

c1c2...cn
|.

Доведення. Оскiльки

λ

(
m∪
i=1

∆L̃
c1c2...cni

)
=

m∑
i=1

|∆L̃
c1c2...cni

|,

то враховуючи лему 2, маємо:

λ

(
m∪
i=1

∆L̃
c1c2...cni

)
=

m∑
i=1

1

i(i+ 1)
|∆L̃

c1c2...cn
| =

|∆L̃
c1c2...cn

|
m∑
i=1

1

i(i+ 1)
= |∆L̃

c1c2...cn
|

m∑
i=1

(
1

i
− 1

i+ 1

)
=

= |∆L̃
c1c2...cn

|
(
1− 1

m+ 1

)
=

m

m+ 1
|∆L̃

c1c2...cn
|,

що й вимагалось довести. �

Нехай B(L̃) — множина всiх дiйсних чисел з обмеженими L̃-символами, тобто x ∈
B(L̃), якщо iснує число K(x) таке, що dk(x) ≤ K(x) для всiх k ∈ N .

Теорема 4. Множина B(L̃) дiйсних чисел одиничного вiдрiзка з обмеженими
L̃-символами має нульову мiру Лебега.
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Доведення. Нехай r ∈ N. Позначимо через Br(L̃) множину всiх чисел (0, 1),
L̃-символи яких меншi за r.

Якщо ∆L̃
c1...cm

— заданий цилiндр рангу m, точки якого задовольняють умову

dk(x) = ai < r, k = 1,m,

то, враховуючи основне метричне вiдношення, справедлива наступна нерiвнiсть

1

(i+ 1)2
<

|∆L̃
c1c2...cmi|

|∆L̃
c1c2...cm

|
<

1

i2
.

Тодi

|∆L̃
c1...cmi| >

1

(i+ 1)2
|∆L̃

c1...cm
|,

λ

(
∞∪
i=r

∆L̃
c1...cmi

)
=

∞∑
i=r

|∆L̃
c1...cmi| > |∆L̃

c1...cm
| ·

∞∑
i=r

1

(i+ 1)2
>

> |∆L̃
c1...cm

| ·
∞∫

r+1

1

u2
du =

1

r + 1
|∆L̃

c1...cm
|.

Оскiльки

∆L̃
c1...cm

=

[
r−1∪
i=1

∆L̃
c1...cmi

]∪[
∞∪
i=r

∆L̃
c1...cmi

]
,

то

λ

(
r−1∪
i=1

∆L̃
c1...cmi

)
= |∆L̃

c1...cm
| − λ

(
∞∪
i=r

∆L̃
c1...cmi

)
<

< |∆L̃
c1...cm

| − 1

r + 1
|∆L̃

c1...cm
| = r

r + 1
|∆L̃

c1...cm
|.

Позначимо через Bm
r (L̃) множину всiх чисел (0, 1), L̃-символи яких задовольняють

умову dk(x) = ai < r, k = 1,m. Очевидно, що вона є об’єднанням rm цилiндрiв

рангу m. З нерiвностi λ
(

r−1∪
i=1

∆L̃
c1...cmi

)
<

r

r + 1
|∆L̃

c1...cm
| слiдує, що частина множини

Bm+1
r (L̃), яка мiститься у цилiндрi ∆L̃

c1c2...cm
має мiру Лебега, що є меншою за

r

r + 1
|∆L̃

c1c2...cm
|.

Тому

λ
(
Bm+1

r (L̃)
)
<

r

r + 1
λ
(
Bm

r (L̃)
)
<

r

r + 1
· r

r + 1
λ
(
Bm−1

r (L̃)
)
< . . . <

< λ
(
B1

r (L̃)
)( r

r + 1

)m

.

Звiдки lim
m→∞

λ
(
Bm

r (L̃)
)

= 0. Оскiльки Br(L̃) ⊂ Bm
r (L̃) для довiльного m ∈ N , то

λ
(
Br(L̃)

)
= 0.
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Очевидно, що B(L̃) =
∞∪
r=1

Br(L̃). Тому

λ(B(L̃)) ≤
∞∑
r=1

λ(Br(L̃)) = 0.

Отже, λ(B(L̃)) = 0, що й вимагалось довести.
�

5. Множини канторiвського типу

Нехай (Vn) — фiксована послiдовнiсть непорожнiх пiдмножин множини N нату-
ральних чисел. Розглянемо множину

C = C[L̃, (Vn)] = {x : x = L̃(a1, a2, . . . , an, . . .), an ∈ Vn,∀n ∈ N}.

Очевидно, що якщо Vn = N для всiх n ∈ N, то C[L̃, (Vn)] = [0, 1].

Позначимо через Fk замикання об’єднання всiх цилiндричних множин рангу k,
внутрiшнiсть яких мiстить точки множини C[L̃, (Vn)], F0 = [0, 1], а множину F k+1

означимо рiвнiстю
F k+1 = Fk\Fk+1.

Тодi

Fk =
∪

a1∈V1

∪
a2∈V2

. . .
∪

ak∈Vk

∆L̃
a1...ak

,

F k+1 =
∪

a1∈V1

∪
a2∈V2

. . .
∪

ak∈Vk

∪
ak+1 ̸∈Vk+1

∆L̃
a1...akak+1

.

Мiра Лебега множин Fk i F k+1 визначається рiвностями

λ(Fk) =
∑
a1∈V1

∑
a2∈V2

. . .
∑
ak∈Vk

|∆L̃
a1...ak

|,

λ(F k+1) =
∑
a1∈V1

∑
a2∈V2

. . .
∑
ak∈Vk

∑
ak+1 ̸∈Vk+1

|∆L̃
a1...akak+1

|.

Оскiльки F k+1 = Fk\Fk+1, то λ(F k+1) = λ(Fk)− λ(Fk+1).

λ(F k+1)

λ(Fk)
= 1− λ(Fk+1)

λ(Fk)
.

З означення множин C[L̃, (Vn)], Fk i F k+1 i неперервностi мiри Лебега λ випливають
наступнi твердження:

λ(C[L̃, (Vn)]) ≤ λ(Fk) ̸= 0 ∀k ∈ N,

λ(C[L̃, (Vn)]) = lim
k→∞

λ(Fk),

λ(C[L̃, (Vn)]) = 1−
∞∑
k=1

λ(F k).
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Лема 6. Мiра Лебега множини C[L̃, (Vn)] обчислюється за формулою

λ(C[L̃, (Vn)]) =
∞∏
k=1

[
1− λ(F k)

λ(Fk−1)

]
.

Доведення. Враховуючи неперервнiсть мiри Лебега, маємо

λ(C[L̃, (Vn)]) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fλk−2)
· . . . · λ(F2)

λ(F1)
· λ(F1)

λ(F0)
=

= lim
k→∞

k∏
i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

∞∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
=

∞∏
k=1

[
1− λ(F k)

λ(Fk−1)

]
.

�
Наслiдок 6. Множина C[L̃, (Vn)] має нульову мiру Лебега тодi i тiльки тодi, коли

∞∑
k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
= ∞.

Наслiдок 7. Якщо Vn = V ̸= N для довiльного n ∈ N, то

λ(C[L̃, (Vn)]) = 0.

Лема 7. Якщо Vn = {n+ 1, n+ 2, . . . , n+ s, . . .} для будь-якого n ∈ N, то

λ(C[L̃, (Vn)]) = 0.

Доведення.
λ(F k)

λ(Fk−1)
=

k∑
i=1

|∆L̃
a1a1...ak−1i

|
|∆L̃

a1a1...ak−1
|
=

k∑
i=1

1

i(i+ 1)
=

k

k + 1
.

∞∑
k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
=

∞∑
k=1

k

k + 1
.

За ознакою Даламбера останнiй ряд розбiжний. Отже, за наслiдком 6

λ(C[L̃, (Vn)]) = 0.

�
Лема 8. Якщо Vn = {1, 2, . . . , n} для будь-якого n ∈ N, то

λ(C[L̃, (Vn)]) = 0.

Доведення.
λ(F k)

λ(Fk−1)
= 1−

k∑
i=1

1

i(i+ 1)
= 1− k

k + 1
=

1

k + 1
.

∞∑
k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
=

∞∑
k=1

1

k + 1
.

За ознакою Даламбера останнiй ряд розбiжний. Отже, за наслiдком 6

λ(C[L̃, (Vn)]) = 0.

�
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Лема 9. Якщо Vn = {1, 2, . . . ,mn} для будь-якого n ∈ N i ряд
∞∑
n=1

1

mn

розбiгається,

то мiра Лебега множини C[L̃, (Vn)] дорiвнює 0.

Доведення.
λ(F k)

λ(Fk−1)
= 1−

mk∑
i=1

1

i(i+ 1)
=

1

mk + 1
.

∞∑
k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
=

∞∑
k=1

1

mk + 1
.

Тому твердження теореми випливає з наслiдку 6, оскiльки ряди
∞∑
k=1

1

mk + 1
та

∞∑
k=1

1

mk

є збiжними чи розбiжними одночасно.
�

6. Випадковi знакозмiннi ряди Люрота з незалежними елементами

Нехай (ηk) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, причому ηk набуває
значень 1, 2, . . . , i, . . . з ймовiрностями p1k, p2k, . . . , pik, . . . вiдповiдно,

pik ≥ 0, p1k + p2k + . . . = 1 ∀k ∈ N.

Розглядається випадкова величина

ξ = ∆L̃
η1η2...ηk...

. (1)

Теорема 5. Випадкова величина ξ з незалежними L̃-символами має дискретний
розподiл тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
m

pmk > 0. (2)

Причому у випадку дискретностi множина атомiв розподiлу випадкової величини ξ

складається з точки x0, де pak(x0)k = max
m

{pmk} ∀k ∈ N, i всiх точок x′ ∈ (0, 1), у
яких pak(x′)k > 0 та iснує таке m ∈ N , що aj(x

′) = aj(x0) при j ≥ m.

Доведення. Число x є атомом розподiлу випадкової величини ξ, якщо
∞∏
k=1

pak(x)k > 0.

Необхiднiсть. Нехай випадкова величина ξ має дискретний розподiл i x – один iз
атомiв розподiлу. Припустимо, що нескiнченний добуток в (2) розбiгається до 0. Тодi

P{ξ = x} =
∞∏
k=1

pak(x)k ≤
∞∏
k=1

max
m

pmk = 0,

але це суперечить тому, що x – атом розподiлу. Тому припущення неправильне, що
й доводить необхiднiсть.
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Достатнiсть. Нехай виконується (2). Тодi, очевидно, що x0 i всi x′, якi вiдрi-
зняються вiд нього лише скiнченною кiлькiстю L̃-символiв, для яких pak(x′)k > 0, є
атомами розподiлу ξ. Покажемо, що ξ має дискретний розподiл.

Нехай Dm – множина всiх точок x′, L̃-символи яких спiвпадають з L̃-символами
точки x0, починаючи з m. Тодi

P{ξ ∈ Dm} =
∑
a1(x′)

. . .
∑

am−1(x′)

(
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
∞∏

k=m

pak(x0)k

)
=

=
m−1∏
k=1

∑
ak(x′)

pak(x′)k ·
∞∏

k=m

pak(x0)k =
∞∏

k=m

pak(x0)k.

Множина D =
∞∪

m=1

Dm – не бiльш нiж зчисленна, оскiльки вона є зчисленним

об’єднанням не бiльш нiж зчисленних множин. Оскiльки

{x0} = D1 ⊂ D2 ⊂ ... ⊂ Dm ⊂ Dm+1 ⊂ ...,

то за властивiстю неперервностi ймовiрностi

P{ξ ∈ D} = lim
m→∞

P{ξ ∈ Dm} = lim
m→∞

∞∏
k=m

pak(x0)k = 1,

остання границя дорiвнює 1 за властивостями збiжних нескiнченних добуткiв.
Отже, злiченна множина D є носiєм розподiлу випадкової величини ξ, тобто роз-

подiл є дискретним. �

Наслiдок 8. Випадкова величина ξ має неперервний розподiл тодi i тiльки тодi,
коли нескiнченний добуток в (2) дорiвнює 0.

Лема 10. Спектр Sξ розподiлу випадкової величини ξ (тобто його мiнiмальний за-
мкнений носiй, теж саме – множина точок росту функцiї розподiлу) є замиканням
множини

Bξ = {x : x = ∆L̃
a1a2...an...

, де pan(x)n > 0 ∀n ∈ N} = C[L̃, (Vn)].

Доведення. Взагалi кажучи, множина Bξ не є замкненою, тому для доведення леми
досить показати, що Bξ ⊂ Sξ i кожна внутрiшня точка множини [0, 1]\Bξ не належить
Sξ.

Покажемо, що точка x′, для якої мають мiсце спiввiдношення paj(x′)j > 0 для будь-
якого j ∈ N належить спектру Sξ.

Згiдно з означенням, x′ є точкою росту функцiї розподiлу Fξ, якщо для будь-якого
ε > 0 виконується нерiвнiсть

Fξ(x
′ + ε)− Fξ(x

′ − ε) > 0.

Оскiльки для довiльного ε > 0 легко вказати цилiндр ∆L̃
c1c2...cm

, який мiстить x′,

(pcii > 0) повнiстю належить iнтервалу (x′− ε, x′+ ε), то для приростiв виконуються
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нерiвностi

Fξ(x
′ + ε)− Fξ(x

′ − ε) ≡ δ ((x′ − ε, x′ + ε)) ≥ δ(∆L̃
c1c2...cm

) =
m∏
i=1

pcii > 0.

Якщо точка x′ ∈ [0, 1]\Bξ не є кiнцем жодного з цилiндрiв i iснує paj(x′)j = 0, то
x′ належить iнтервалу сталостi функцiї, яким є ∇c1c2...cm ≡ int∆c1c2...cm . Розглянувши
ε > 0 таким, що (x′ − ε, x′ + ε) ⊂ ∇c1c2...cm , матимемо

Fξ(x
′ + ε)− Fξ(x

′ − ε) ≤ δ(∆L
c1c2...cm

) = 0.

Отже, x′ /∈ Sξ. �

Теорема 6. Випадкова величина ξ має розподiл канторiвського типу тодi i тiльки
тодi, коли

∞∏
k=1

∑
i:pik>0

1

i(i+ 1)
= 0.

Доведення. Розподiл випадкової величини належить до канторiвського типу, якщо
його спектр є множиною нульової мiри Лебега. Тому дана теорема є наслiдком
леми (10) i леми (6). �
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