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В сучасній теорії груп важливе місце займа-

ють результати, отримані при вивченні груп з 
умовою інваріантності підгруп виділеної системи Σ . 
Ефективним напрямом досліджень є також ви-
вчення груп, в яких обмеження накладаються не 
на систему підгруп Σ , а на нормалізатори цих 
підгруп та на перетин даних нормалізаторів. Як-
що система Σ  містить всі підгрупи групи з де-
якою теоретико-груповою властивістю, то вище-
зазначений перетин називається Σ –нормою гру-
пи. Властивості Σ –норми суттєво впливають на 
властивості всієї групи, особливо у випадку, коли 
Σ –норма є недедекіндовою підгрупою. Умова 
співпадання груп зі своїми Σ –нормами рівноси-
льна умові інваріантності всіх підгруп системи Σ . 
Вперше ситуацію, коли Σ –норма є власною під-
групою групи, досліджував Р.Бер [1]. В якості 
системи Σ  обиралася система всіх (циклічних) 
підгруп групи. Відповідна Σ –норма називається 
нормою )(GN  групи G . 

В неперіодичних групах досліджувалися різні 
узагальнені норми групи, а саме, норма )( ∞ANG  
нескінченних абелевих підгруп [2], норма )(∞GN  
нескінченних підгруп [3], норма )( ∞CNG  нескін-
ченних циклічних підгруп [4], норма GN  нецик-
лічних підгруп [3].  

В даній роботі вивчається ще одне з можливих 
узагальнень норми групи – норма A

GN  абелевих 
нециклічних підгруп групи G. Вперше поняття     
норми A

GN  було введено Т.Д. Лукашовою в роботі 
[5]. Згідно [5] нормою A

GN  абелевих нециклічних 
підгруп групи G називається перетин нормаліза-
торів всіх абелевих нециклічних підгруп групи G 
за умови, що система таких підгруп непорожня. 

Зрозуміло, що підгрупа A
GN  є характеристичною 

та містить центр групи G.  
У випадку, коли A

GNG = , в групі інваріантні 
всі абелеві нециклічні підгрупи групи. Такі групи 
вивчалися Ф.М.Лиманом [6] і були названі HA –
групами.   

Твердження 1 ([6]). Неперіодичні HA -групи 
вичерпуються  групами наступних типів: 

1) baG λ= , де npa = , 1≥n  (при 2=p  

1>n ), ∞=b , [ ] 1
,

−
=

npaba ; 
2) BHG ×= , де Н - група кватерніонів, В – 

нескінченна циклічна група або група,  ізоморфна 
адитивній групі 2-ових дробів; 

3) bAG λ= , де А – неперіодична нециклічна 

абелева група без інволюцій, 2=b , 11 −− = aabb  
для будь-якого елемента Aa∈ ; 

4) bAG = , де А – неперіодична абелева гру-

па, 4=b , Ab ∈2 , інволюція 2b  єдина у групі, 
11 −− = aabb  для будь-якого елемента Aa∈ ; 

5) bAG λ= , де А – група, ізоморфна адити-

вній групі р-ових дробів, ∞=b , maabb =−1 , 
npm ±= , 1≥n  для будь-якого елемента Aa∈ ; 

6) bAG λ= , де А – нескінченна циклічна гру-
па або група, ізоморфна адитивній групі 2-ових 
дробів, 8=b , 11 −− = aabb   для будь-якого елеме-
нта Aa∈ ; 

7) bAG λ= , де А – нескінченна циклічна гру-
па або група, ізоморфна адитивній групі р-ових 
дробів ( 2≠p ), pb 2= , 11 −− = aabb   для будь-
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якого елемента Aa∈ ; 
8) bcaG λλ )(= , де 2≠= pa , 2=b , 

∞=c , 11 −− = aacc , [ ] 1, =ba ,  11 −− = ccbb . 
В даній роботі досліджуються властивості 

груп з вільною абелевою підгрупою рангу 2 за-
лежно від властивостей норми A

GN  абелевих не-
циклічних підгруп. Деякі результати роботи ано-
нсовані в [7,8]. 

Теорема 1. Норма A
GN  абелевих нециклічних 

підгруп неперіодичної групи G  дедекіндова в ко-
жному з випадків: 

1) група G містить абелеву нециклічну підгру-
пу M, що задовольняє умову ENM A

G =∩ ; 
2) норма A

GN  –  скінченна; 
3) група G містить нескінченну циклічну інва-

ріантну підгрупу g , що задовольняє умову 

ENg A
G =∩ . 

Доведення. Розглянемо кожен із зазначених у 
теоремі випадків. Покажемо, що в нормі A

GN  ін-
варіантні всі циклічні підгрупи в кожному з ви-
падків. 

1) Оскільки підгрупа M абелева нециклічна, то 
вона інваріантна в групі A

GNMG ⋅=1  і 
[ ] ENMNM A

G
A
G =∩⊆, . 

Тому для довільного елемента A
GNх∈  маємо  
A
G

A
G NхNхМ =∩, . 

Звідси норма A
GN  дедекіндова. 

2) Нехай ∞<< A
GN1 . Оскільки GN A

G , то 

[ ] ∞<)(: A
GG NCG  і централізатор )( A

GG NC  містить 
елемент g нескінченного порядку. Тоді для дові-
льного елемента A

GNу∈  підгрупа 
A
GNgGyg =1, . Звідси 

A
G

A
G NуNyg =∩, , 

отже, норма A
GN  дедекіндова. 

3) Нехай група G  така, як зазначено в умові 
теореми. Тоді  

[ ] ENgNg A
G

A
G =∩⊆, . 

Якщо A
GNх∈  і ∞<< х1 , то A

GNgGxg =1, . 

Звідси A
G

A
G NxNxg =∩, . Нехай ∞=х . Тоді 

A
G

n NgGxg ×=1,  

для довільного натурального числа n. Звідси  

1
1

, Gxxg
n

n∩ =
∞

=
 

і далі A
GNx . Теорему доведено. 

Наслідок 1. Якщо норма A
GN  абелевих нецик-

лічних підгруп групи G  недедекіндова, то кожна 
абелева  нециклічна підгрупа В має з нормою A

GN  
неодиничний перетин. 

Наслідок 2. Якщо норма A
GN  абелевих нецик-

лічних підгруп неперіодичної групи G недедекін-
дова, то вона нескінченна. 

Наслідок 3. Якщо в неперіодичній групі G но-
рма A

GN  абелевих нециклічних підгруп недедекін-
дова, то кожна інваріантна нескінченна циклічна 
підгрупа має з A

GN  неодиничний перетин. 
Наслідок 4. Якщо неперіодична група G міс-

тить абелеву нециклічну підгрупу В без скруту і 
має періодичну норму A

GN  абелевих нециклічних 
підгруп, то підгрупа A

GN  дедекіндова. 
Наслідок 5. Якщо норма A

GN  абелевих нецик-
лічних підгруп неперіодичної групи G недедекін-
дова і періодична, то всі абелеві підгрупи без 
скруту групи циклічні і A

GN  нескінченна. 
Очевидно, що в групах без скруту 

A
GG NAN ⊆∞ )(  і враховуючи теорему 1 [9], маємо 

A
GGGG NGZCNANN ⊆===∞ ∞∞ )()()()( . 

Теорема 2. Якщо в неперіодичній групі G нор-
ма A

GN  абелевих нециклічних підгруп недедекіндо-
ва, містить абелеву нециклічну підгрупу і не міс-
тить вільних абелевих підгруп рангу 2,  то і гру-
па G не містить таких підгруп. 
Доведення. За теоремою 1 ∞=A

GN  і оскільки 

норма A
GN  містить абелеві нециклічні підгрупи, 

то всі такі підгрупи інваріантні в A
GN . Тому за 

твердженням 1 норма A
GN  є розв’язною НА –групою 

без вільних абелевих підгруп рангу 2, тобто гру-
пою одного з типів 1), 2), 5) - 8) твердження 1, а 
також типів 3), 4) цього ж твердження за умови 
відсутності в них вільних абелевих підгруп рангу 2. 

Нехай 21 xxMG ×=⊃ , ∞== 21 хх . Тоді 

за наслідком 1 ЕNМ A
G ≠∩  і за умовою теореми 

уNМ A
G =∩ , ∞=у . 

Розглянемо підгрупу A
GNМG ⋅=1 . З умови 

уNМ A
G =∩  випливає існування такої підгрупи 
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Мх ⊂ , що ЕNх A
G =∩  і ухух ×=, . Тоді 

1, Gух n  для довільного натурального числа n. 

Тому 1
1

, Gхух
n

n∩ =
∞

=
. Тоді за теоремою 1 під-

група A
GN  дедекіндова, що суперечить умові тео-

реми. Теорему доведено. 
Теорема 3. Якщо неперіодична група G міс-

тить вільну абелеву підгрупу рангу 2 та її норма 
A
GN  абелевих нециклічних підгруп недедекіндова і 

містить абелеву нециклічну підгрупу, то норма 
A
GN  також містить вільну абелеву підгрупу ран-

гу 2 і може бути групою лише одного з типів: 
1) cAN A

G = , де А – абелева група, що міс-
тить вільну абелеву підгрупу рангу 2, 4=c , 

11 −− = aacc  для довільного елемента Aa∈ , 
Ac ∈2  і є єдиною інволюцією в A ;  

2) cAN A
G = , де А – абелева група без інволю-

цій, що містить вільну абелеву підгрупу рангу 2,  
2=c  і 11 −− = aacc  для довільного елемента 
Aa∈ . 
Доведення. Оскільки група G містить вільну 

абелеву підгрупу рангу 2, то за теоремою 2 норма 
A
GN  також містить таку підгрупу. Тоді норма A

GN  
є неабелевою неперіодичною HA –групою. З 
опису таких груп (див. твердження 1) отримуємо 
твердження теореми 3. Теорему доведено. 

Лема 1. Якщо неперіодична група G містить 
вільну абелеву підгрупу рангу 2 та її норма A

GN  
абелевих нециклічних підгруп недедекіндова, міс-
тить абелеву нециклічну підгрупу та скінченну 
абелеву інваріантну в групі G  підгрупу F  і 
централізатор )(FCG  містить всі елементи 

нескінченного порядку групи, то )( ∞⊆ CNN G
A
G . 

Доведення. Враховуючи умови леми, прихо-
димо до висновку, що норма A

GN  абелевих нецик-
лічних підгруп є групою одного з типів теореми 3: 

1) cAN A
G = , де А – абелева підгрупа, що міс-

тить вільну абелеву підгрупу рангу 2, 4=c , 
11 −− = aacc  для довільного елемента Aa∈ , 

Ac ∈2  і є єдиною інволюцією в А; 
2) cAN A

G = , де А – абелева підгрупа без ін-
волюцій, що містить вільну абелеву підгрупу ра-
нгу 2, 2=c , 11 −− = aacc  для довільного елемента 

Aa∈ . 
Покажемо, що довільна нескінченна циклічна 

підгрупа x  групи G  є A
GN –допустимою. Якщо  

A
GNx∈ , то A

GNx , оскільки в A
GN  інваріантні 

всі нескінченні циклічні підгрупи. Нехай 
A
GNGx \∈ . Далі проаналізуємо кожен з двох ви-

падків. 
1. Нехай норма A

GN  є групою першого типу. 

Оскільки 2c  – єдина інволюція в А, то силов-
ська 2–підгрупа з А локально циклічна і інваріан-
тна в G, бо підгрупа А характеристична в A

GN  як 
підгрупа, породжена всіма елементами нескін-
ченного порядку групи A

GN . Тоді )(2 GZc ∈  і, не 

порушуючи загальності міркувань, 2cF = . 

Тоді A
GNxGcx =1

2, . Звідси 1
2 Gx  і за 

наслідком 3 ENx A
G ≠∩ . Група G  містить віль-

ну абелеву підгрупу рангу 2 ba × . Підгрупа 
x  має хоча б з однією з підгруп a  або b  
одиничний перетин. Нехай Eax ≠∩  і 

Ebx =∩ . Тоді mk ax = . Оскільки 1
2, Gcx  

маємо, що βα 21 cxxbb =− . В силу інваріантності 
підгрупи 2x  в групі 1G  α221 xbxb =− , 

kkk xxbxb 2221 ==− α , 
1=α . Отже, β21 xcxbb =− . Тоді xxbb =− 22  і під-

група 2,bx  інваріантна в групі 1G  як абелева 

нециклічна. Звідси 1
2, Gbx n  для довільного 

натурального числа n  і  

1
1

2, Gxbx
n

n∩ =
∞

=
. 

Таким чином, довільна нескінченна циклічна під-
група x  групи G є     A

GN –допустимою і 

)( ∞⊆ CNN G
A
G . 

2. Нехай норма A
GN  є групою другого типу. 

За умовою норма A
GN  містить скінченну інва-

ріантну в G  абелеву підгрупу F . Очевидно, що 
AF <  і [ ] ∞<)(: FCG G . До того ж )(FCx G∈ . 

Розглянемо підгрупу A
GNxG =1  і два випадки 

залежно від будови підгрупи F . Якщо 
21 ffF ×⊃ , pf =1 , qf =2 , де p  і q  - прості 
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числа (не обов’язково різні), то 11, Gfx , 

12, Gfx . Тоді  

121 ,, Gxfxfx =∩  

і підгрупа x  є A
GN –допустимою.  

Якщо F  - примарна циклічна підгрупа, то 
fFF =⊃ 1 , 2>= pf . Тоді 1, Gfx  і 

1Gx p . За наслідком 3 ENx A
G

p ≠∩  і тому 

ENx A
G ≠∩ . За умовою в нормі A

GN  міститься 

вільна абелева підгрупа рангу 2 ba × . Підгру-
па x  має хоча б з однією з підгруп a  або b  
одиничний перетин. Вважатимемо, що 

Eax ≠∩ , mk ax =  і Ebx =∩ . Оскільки 

1, Gfx , то βα fxxbb =−1 . Тоді 
kpkpkp xxbxb ==− α1 , 

1=α  і βxfxbb =−1 . В такому випадку xxbb pp =−  

і 1, Gbx p . Отже, 1, Gbx pn  для довільного 

натурального числа n ,  

1
1

, Gxbx
n

pn∩ =
∞

=
. 

Підгрупа x  є A
GN –допустимою і )( ∞⊆ CNN G

A
G . 

Лему доведено. 
Якщо група G задовольняє умовам леми 1, то 

її норма )( ∞CNG  нескінченних циклічних під-
груп є недедекіндовою групою. Використовуючи 
теорему 2 [4], отримуємо наступне твердження. 

Наслідок 6. Якщо група G задовольняє умовам 
леми 1, то всі її елементи нескінченного порядку 
породжують інваріантну абелеву підгрупу B  і 

dBCNG =∞ )( , 

2=d  або 4=d , Bd ∈2  і 11 −− = bbdd  для дові-
льного елемента Bb∈ . 

Лема 2. Якщо в неперіодичній групі G має місце 
включення )( ∞⊆ CNN G

A
G  і dBCNG =∞ )( , де B  - 

абелева підгрупа, породжена всіма елементами 
нескінченного порядку групи G, 2=d  або 4=d , 

Bd ∈2  і 11 −− = bbdd  для довільного елемента 
Bb∈ , то довільна абелева нециклічна підгрупа 

групи G міститься в )( ∞CNG .  
Доведення. Нехай F – довільна абелева нецик-

лічна підгрупа групи G, що задовольняє умовам 
леми. 

Якщо підгрупа  F  – неперіодична, то вона 

породжена всіма елементами нескінченного по-
рядку і тому  )( ∞⊂ CNF G . 

Якщо підгрупа  F – скінченна, то вона A
GN –

допустима і її централізатор містить елемент x  
нескінченного порядку з A

GN . Тоді для довільного 
елемента Ff ∈  маємо: ∞=fx , )( ∞∈ CNfx G , 

)( ∞∈ CNf G , )( ∞⊂ CNF G . 
Нехай підгрупа F  є нескінченною періодич-

ною абелевою підгрупою. Якщо 21 ffF ×⊇ , 
де pff == 21  - просте число, то для довільного 

елемента Ff ∈  підгрупа 21,, fff  є A
GN –

допустимою, містить в своєму централізаторі 
елемент нескінченного порядку з A

GN  і, врахову-
ючи попередні міркування, належить до )( ∞CNG . 
Звідси )( ∞⊂ CNF G  і в цьому випадку. 

Нехай F  – нескінченна локально скінченна 
підгрупа і містить квазіциклічну підгрупу P . То-
ді для довільного елемента Ff ∈  підгрупа 

Pf ,  є A
GN –допустимою, централізатор елемен-

та f  містить елементи нескінченного порядку і 
тому )( ∞∈ CNf G  і )( ∞⊂ CNF G . 

Нехай F  – нескінченна локально скінченна 
підгрупа, яка не містить квазіциклічної підгрупи. 
В цьому випадку для довільного елемента Ff ∈  
існує нескінченна нециклічна підгрупа 1F  з F  
така, що EFf =∩ 1  та OFf /=∩ )()( 1ππ . Тоді 

підгрупа 1,Ff  є A
GN –допустимою і тому під-

група f  також A
GN –допустима, як характерис-

тична в 1, Ff . Отже, централізатор елемента f  
містить елементи нескінченного порядку і тому 

)( ∞∈ CNf G  і далі )( ∞⊂ CNF G . Лему доведено. 
Теорема 4. Якщо неперіодична група G міс-

тить вільну абелеву підгрупу рангу 2, а її норма 
A
GN  абелевих нециклічних підгруп недедекіндова, 

містить абелеву нециклічну підгрупу та скінчен-
ну абелеву інваріантну в групі G  підгрупу F  і 
централізатор )(FCG  містить всі елементи 
нескінченного порядку групи, то 

dBCNN G
A
G == ∞ )( , 

де В – абелева підгрупа, породжена всіма елеме-
нтами нескінченного порядку групи G, 2=d  або 

4=d , Bd ∈2 , 2d  є єдиною інволюцією в групі G 

і 11 −− = bbdd  для довільного елемента Bb∈ . 
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Доведення. За лемою 1 має місце включення 
)( ∞⊆ CNN G

A
G . За лемою 2 всі абелеві нециклічні 

підгрупи групи G містяться в нормі )( ∞CNG  і 
інваріантні в ній. Отже, A

GG NCN ⊆∞ )( . Звідси 
)( ∞= CNN G

A
G . З огляду на наслідок 6 отримуємо, 

що норма A
GN  є групою типу, зазначеного в тео-

ремі.  
Якщо 4=d , то норма A

GN  має єдину інволю-

цію 2d . Покажемо, що інволюція 2d  єдина і в 
групі G . Припустимо, що існує інволюція 

A
GNGi \∈ . Тоді Bdi ⊂2, . Звідси підгрупа di,  

абелева нециклічна і тому за лемою 3 Bdi ⊂, , 

що неможливо. Отже, елемент 2d  є єдиною інво-
люцією в групі G . Теорему доведено. 

Наслідок 7. Якщо G  – неперіодична група, 
що має недедекіндову норму  A

GN  і )( ∞= CNN G
A
G , 

то фактор-група A
GNG /  періодична. 

Наступний приклад показує, що дана фактор-
група може бути неабелевою, а норма A

GN  міс-
тить неінваріантні абелеві нециклічні підгрупи.  

Приклад .  

 

dcbaaaaaaG λλλ )))((( 654321 ×××××= , 
 

де ∞=ia , 6,1=i , 7=b , 3=c , 4=d , 

1
1

+
− = ii abab  для 5,1=i , 

1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1
16

1 −−−−−−− = aaaaaabab , 

21
1 acac =− , 1

2
1

12
1 −−− = aacac , 43

1 acac =− , 
1

4
1

34
1 −−− = aacac , 65

1 acac =− , 1
6

1
56

1 −−− = aacac , 
 21 bbcc =− , 

11 −− = ii adad , 6,1=i , 
[ ] [ ] 1,, == cdbd . 

В цій групі 
daaaaaaCNN G

A
G ,,,,,,)( 654321== ∞  

і cbNG A
G ,/ ≅  – неабелева група порядку 21. 
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