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УДК 512.544  
 

Ф.Н.Лиман, М.Г.Друшляк 
Сумский государственный педагогический университет имени А.С.Макаренко 

О НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ ГРУППАХ  
С НЕДЕДЕКИНДОВОЙ НОРМОЙ АБЕЛЕВЫХ 

НЕЦИКЛИЧЕСКИХ ПОДГРУПП 
Вивчаються неперіодичні групи без вільних абелевих підгруп рангу 2, норма 

абелевих нециклічних підгруп яких недедекіндова.  
 

 
Одним из основных направлений теории групп является изучение 

строения групп с ограничениями, которые накладываются на некоторую 
выделенную систему подгрупп. Среди наиболее распространенных 
ограничений на данную систему подгрупп является условие нормальности 
подгрупп данной системы. С историей изучения групп с определенными 
системами нормальных подгрупп можно ознакомиться в работах 
С.Н.Черникова [1], Ф.Н.Лимана [2], Н.Н.Семко [3]. 

С условием нормальности и нормализаторным условием связано понятие 
нормы. Впервые понятие нормы ввел Р.Бер [4] в 1934 году. Согласно [4] нормой 

)(GN  группы G  называется пересечение нормализаторов всех подгрупп 
группы G . Норму )(GN  группы активно изучали также Е.Шенкман [5], Л.Уос 
[6], Дж.Байдлеман, Х.Хайнекен, М.Невелл [7], Дж.Ван, С.Го [8]. 

Обобщая понятие нормы, получим понятие S -нормы, которая является 
пересечением нормализаторов всех подгрупп системы S  (при условии, что 
система S  не пуста). Введение понятия S -нормы дает возможность расширить 
список исследуемых характеристических подгрупп группы. В группе, которая 
совпадает со своей S -нормой, нормальными являются все подгруппы системы 
S . Таким образом, для многих систем S  строение S -норм уже известно в 
случае совпадения S -нормы со всей группой. Интересным является 
направление по исследованию свойств групп при условии, что S -норма 
является собственной подгруппой группы.  

Одно из возможных обобщений нормы группы – это норма A
GN  абелевых 

нециклических подгрупп группы G, которая впервые изучалась в работе [9]. 
Согласно [9] нормой A

GN  абелевых нециклических подгрупп группы G 
называется пересечение нормализаторов всех абелевых нециклических 
подгрупп группы G при условии, что в группе G существует хотя бы одна такая  
подгруппа. Если норма A

GN  содержит абелевы нециклические подгруппы, то 
все они нормальны в ней. Поэтому норма A

GN  является или дедекиндовой 
группой, или недедекиндовой группой, все абелевы нециклические подгруппы  
которой нормальны ( HA–группой).  Полное описание непериодических HA–
групп дает предложение 1. 
_____________ 
© Лиман Ф.Н., Друшляк М.Г., 2010 
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Предложение 1 [10]. Непериодические HA -группы исчерпываются 
группами следующих типов: 

1) baG l= , где npa = , 1³n  (при 2=p  1>n ), ¥=b , [ ] 1

,
-

=
npaba ; 

2) BHG ´= , где Н – группа кватернионов, В – бесконечная циклическая 
группа или группа, изоморфная аддитивной группе 2-ичных дробей; 

3) bAG l= , где А – непериодическая абелева группа без инволюций, 

2=b , 11 -- = aabb  для любого элемента AaÎ ; 
4) bAG = , где А – непериодическая абелева группа, 4=b , инволюция 

Ab Î2  единственная в группе, 11 -- = aabb  для любого элемента AaÎ ; 
5) bAG l= , где А – группа, изоморфная аддитивной группе р-ичных 

дробей, ¥=b , maabb =-1 , npm ±= , 1³n  для любого элемента AaÎ ; 

6) bAG l= , где А – бесконечная циклическая группа или группа, 

изоморфная аддитивной группе 2-ичных дробей, 8=b , 11 -- = aabb   для любого 
элемента  AaÎ ; 

7) bAG l= , где А – бесконечная циклическая группа или группа, 

изоморфная аддитивной группе р-ичных дробей ( 2¹p ), pb 2= , 11 -- = aabb   
для любого элемента AaÎ ; 

8) bcaG ll )(= , где 2¹= pa , 2=b , ¥=c , 11 -- = aacc , [ ] 1, =ba ,  
11 -- = ccbb . 

Отметим, что HA -группы типов 3) и 4) предложения 1 являются также 
IH -группами, то есть группами, в которых все бесконечные абелевы 
подгруппы нормальны [1].  

Свойства нормы A
GN  абелевых нециклических подгрупп непериодических 

групп, которые содержат свободную абелеву подгруппу ранга 2, изучались в 
[11]. В [11] было доказано, что если норма A

GN  недедекиндова, содержит хотя 
бы одну абелеву нециклическую подгруппу и не содержит свободной абелевой 
подгруппы ранга 2, то и группа G  не содержит такой подгруппы. 

В данной работе изучаются свойства непериодических локально 
разрешимых групп без свободной абелевой подгруппы ранга 2 в зависимости от 
свойств нормы A

GN  абелевых нециклических подгрупп. 
Лемма 2. Пусть G  – непериодическая локально разрешимая группа,  ее 

норма A
GN  абелевых нециклических подгрупп недедекиндова и не содержит 

свободной абелевой подгруппы ранга 2. Тогда: 
1) если группа G  содержит бесконечную циклическую нормальную 

подгруппу z , то централизатор )( zCC G=  содержит все элементы 
бесконечного порядка группы G , все абелевы нециклические подгруппы группы 
G  и периодическая часть )(CT  является нормальной подгруппой, а фактор-
группа )(/ CTC  – абелева без кручения ранга 1; 
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2) если норма A
GN  содержит нормальную в G  абелеву нециклическую 

подгруппу А без кручения ранга 1 и )(ACC G=  её централизатор, то фактор-
группа AC /  локально конечна, периодическая часть )(CT  является 
нормальной подгруппой и фактор-группа )(/ CTC  – абелева без кручения ранга 
1; 

3) если норма A
GN  содержит нормальную в G  абелеву нециклическую 

подгруппу А без кручения ранга 1, содержит нормальную конечную отличную 
от единичной подгруппу К, то централизатор )(ACC G=  содержит все 
элементы бесконечного порядка группы G , все абелевы нециклические 
подгруппы группы  G  и 2/ £CG .  

Доказательство.  Рассмотрим каждый из отмеченных в лемме случаев.  
1) Изучим строение централизатора )( zCC G= , где ¥=z , Gz < . По 

теореме 1 из [11] ENz A
G ¹Ç . Поэтому, не нарушая общности рассуждений, 

можно считать A
GNzÎ . По теореме 3 из [11] группа G  не содержит свободной 

абелевой подгруппы ранга 2. Отсюда следует, что подгруппа C содержит все 
элементы бесконечного порядка группы G . В самом деле, если CGx \Î  и 

¥=x , то 11 -- = zzxx , zzxx =- 22  и потому Ezx ¹Ç . Пусть mk zx = . Тогда 
mmm zzxzx == --1 , 12 =mz , что невозможно. Следовательно, С содержит все 

элементы бесконечного порядка группы и, более того, она ими порождается. 
Отсюда и из условия локальной разрешимости группы G  следует, что  

zC /  – локально конечная группа. По предложению 3.9 [1] элементы 
конечного порядка группы С составляют нормальную подгруппу )(CT  и 

)(/ CTC  – абелева группа без кручения ранга 1.  
Подгруппа С содержит также все р-элементы при 2¹p . Поэтому CG = , 

если группа G  не содержит инволюций, или yCG = , где ky 2= , 1³k , 

Cy Î2 , если группа G  содержит инволюции.  
Покажем, что централизатор С содержит все абелевы нециклические 

подгруппы группы G . Если А – непериодическая абелева нециклическая 
подгруппа, то она порождается элементами бесконечного порядка и потому  

CAÌ . Если А – периодическая абелева нециклическая подгруппа, то она A
GN -

нормальна и [ ] EzAzA =ÇÌ, , CAÌ . Следовательно, подгруппа С 
содержит все абелевы нециклические подгруппы группы G .  

2) Данное утверждение леммы следует непосредственно из предложения 
3.9 и теоремы 2 [11]. 

3) Покажем, что централизатор )(ACC G=  содержит все элементы 
бесконечного порядка группы G . Для этого предположим, что существует 
элемент CGx \Î , ¥=x  и ECx =Ç . По условию норма A

GN  содержит 
нормальную конечную подгруппу К. Поскольку [ ] ¥<)(: KCG G , то 
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)(KCx G
m Î  для некоторого целого числа m . Подгруппа Kxm ,  является A

GN –

нормальной и Kmx  также A
GN –нормальна. Тогда 

[ ] ENxNx A
G

KmA
G

Km =ÇÌ,  

и группа G  содержит свободную абелеву подгруппу ранга 2, что противоречит 
условию леммы и поэтому ECx ¹Ç . 

Поскольку А является абелевой нециклической группой без кручения 
ранга 1, то фактор-группа CG /  изоморфна подгруппе мультипликативной 
группы рациональных чисел. Значит,  2/ £CG . Для любого элемента AaÎ  

1
1 aaxx =- , Aa Î1 . Поскольку фактор-группа AC /  локально конечна, то 

nm ax =  для некоторых чисел m  и n . Тогда nnn aaxax ==-
1

1 , 11 =-nnaa , 
1)( 1

1 =- naa . Так как 0¹n , то 11
1 =-aa  и aa =1 . Следовательно, CxÎ  и 

централизатор С содержит все элементы бесконечного порядка группы G .  
Покажем, что централизатор С содержит любую абелеву нециклическую 

подгруппу F  группы G . Если F  – периодическая абелева нециклическая  
подгруппа, то она A

GN –нормальна и [ ] EAFAF =ÇÌ, . Если F  – 
непериодическая абелева нециклическая  подгруппа, то она порождается 
элементами бесконечного порядка и CF Ì . Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть G  – непериодическая группа, EN A
G ¹  и группа G  

содержит отличную от единичной A
GN –нормальную подгруппу H  такую, что 

EHN A
G =Ç . Если норма A

GN  непериодическая, то в ней  нормальны все 
бесконечные циклические подгруппы. В частности, A

GN  дедекиндова, если для 
любого отличного от единицы элемента A

GNyÎ  найдется такой элемент 
HhÎ , что hy, – нециклическая подгруппа. 

Доказательство. Так как H  является A
GN –нормальной и GN A

G < , то 
A
G

A
G NHHN ´= . Пусть A

GNxÎ  и ¥=x . Тогда для 1¹h  и HhÎ  подгруппа 

hx,  абелева нециклическая и потому A
GN –нормальна. Отсюда 

A
G

A
G NxNhx <=Ç, , что и требовалось доказать. Если для произвольного 

элемента A
GNyÎ  и существует такой элемент HhÎ , что hy,  – нециклическая 

подгруппа, то A
G

A
G NyNhy <=Ç,  и подгруппа A

GN  дедекиндова. Лемма 
доказана. 

Теорема 4. Пусть G  – непериодическая локально разрешимая группа и ее 
норма A

GN  абелевых нециклических подгрупп недедекиндова, является конечным 
расширением бесконечной циклической нормальной подгруппы и не является 
IH -группой. Тогда группа G  также является конечным расширением 
бесконечной циклической нормальной подгруппы, централизатор которой 
содержит все элементы бесконечного порядка и является произведением 
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нормальной циклической р-группы или группы кватернионов порядка 8 и 
бесконечной циклической группы. 

Доказательство. Разобьем доказательство на несколько шагов в 
зависимости от строения нормы A

GN  абелевых нециклических  подгрупп 
группы G .  

1. baN A
G l= , где npa =  (при 2=p  1>n ), ¥=b , [ ] 1

,
-

=
npaba . 

В этом случае ppA
G baNZ ,)( =  и характеристическая подгруппа 

Gzb
np <= . Обозначим )( zCC G= . При этом по предложению 3.9 [1] 

периодическая часть централизатора GCT <)(  и )(/ CTC  – абелева группа без 
кручения ранга 1. Так как A

GN  по условию не содержит свободной абелевой 
подгруппы ранга 2, то по теореме 2 [11] фактор-группа zG /  – периодическая 
локально конечная группа. 

Так как A
GN  содержит ненормальные бесконечные циклические 

подгруппы, то по лемме 3 периодическая часть )(CT  имеет единственную 

подгруппу простого порядка 
1-npa . Поэтому )(CT  является либо локально 

циклической р-группой, либо кватернионнной 2-группой. 
Покажем, что подгруппа )(CT  конечна. Пусть PCT É)( , где Р - 

квазициклическая подгруппа. Пусть Pd Î . Тогда  

[ ] [ ] 11
)(,,

--

=´ÇÎ=
nn pp aazdPdbzdb . 

Отсюда следует, что [ ] EPb =,  и потому [ ] 1, =ab , что противоречит условию. 
Следовательно, ¥<)(CT . 

Пусть cCT =)( . Тогда bcNCT A
G l=)( , где ac Ê . Если ac ¹ , 

то [ ] pcb >, , так как иначе [ ] 1, =ab , что невозможно. С другой стороны, 

[ ] [ ] 11
)(,,

--

=´ÇÎ=
nn pp aaczccbczb . 

Отсюда следует, что ac =  и A
G

A
G NNCT =)( . 

Пусть )(CT  – кватернионная группа. В этом в случае 2=p  и 4³a . 

Покажем, что 8)( =CT . Пусть 21,)( hhCT = , kh 21 = , 2³k , 42 =h , 
2
2

2
1

1
hh

k
=

-

, 1
121

1
2

-- = hhhh . Так как Ga < , то можно считать, что 1ha Í . Если 

предположить, что ah >1 , то из условия A
GN –нормальности подгруппы zh ,1  

следует A
GN –нормальность ее характеристической подгруппы 1h . Тогда 

[ ] 2,1 >bh , иначе [ ] 1, =ba , что невозможно по условию. С другой стороны  

[ ] [ ] 11 2
1

2
11111 ),(,,

--

=´ÇÎ=
kk

hhzhhhbzhb . 
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Получили противоречие и потому ah =1 . Так как zh ,2  – A
GN -нормальна, то 

и 2h  - A
GN –нормальна. Тогда [ ] 2

222, hhaha =ÇÎ . Отсюда следует, что 

4=a  и 2,)( haCT =  – группа кватернионов порядка 8. 
Покажем, что группа G  не содержит абелевых нециклических подгрупп 

без кручения ранга 1. Допустим, что Х – максимальная абелева нециклическая 
подгруппа без кручения ранга 1 группы G . Подгруппа Х является A

GN –
нормальной. По лемме 2 CX Ì  и )(/ CTC  абелева. Тогда )(CTC Í¢ . 
Поскольку CN A

G Í , то [ ] EXCTXN A
G =ÇÍ )(, . Тогда )( A

GNXZX ×Ì  и 
A
GNXC ×=1  является HA–группой. Учитывая строение HA–групп, BHC ´=1 , 

где В – группа, изоморфная аддитивной группе 2-ичных дробей. Поскольку 
CCTC ¢ÊÊ )(1 , то CC <1  и CBC <=4

1 .  
Покажем, что подгруппа В содержится в централизаторе любой абелевой 

нециклической подгруппы А группы G . По лемме 2 CAÌ . Если А – 
непериодическая абелева нециклическая подгруппа, то она порождается 
элементами бесконечного порядка. Пусть AgÎ  и ¥=g . Тогда CgÎ  и 
[ ] BBg Ì, . Но, с другой стороны, [ ] )(, CTBg Í  и потому [ ] EBg =, . Если А – 
периодическая абелева нециклическая подгруппа, то )(CTAÍ , что 
невозможно. Значит, A

GNB Í , что противоречит строению нормы A
GN . Поэтому 

все абелевы подгруппы без кручения ранга 1 группы G  циклические. 
Следовательно, )(/ CTC  – циклическая группа и xCTC l)(= , где ¥=x . 
Поэтому централизатор С бесконечной циклической нормальной подгруппы 

z  содержит все элементы бесконечного порядка и является произведением 
нормальной циклической р-группы или группы кватернионов порядка 8 и 
бесконечной циклической группы. Теорема в этом случае доказана. 

2. bHN A
G ´= , где  21 , hhH = - группа кватернионов порядка 8, ¥=b . 

В этом случае bhNZ A
G ´= 2

1)(  и потому Gzb <=2 . Централизатор 

)(zCC G=  имеет индекс не выше 2 в группе G . При этом периодическая часть 
HCT É)( , GCT <)(  и )(/ CTC  – абелева группа без кручения ранга 1, а zG /  

- периодическая локально конечная группа. 
Так как A

GN  содержит ненормальные бесконечные циклические 
подгруппы,  то по лемме 3  )(CT  имеет единственную подгруппу простого 

порядка 2
1h , причем )(2

1 GZh Í . Поэтому )(CT  является кватернионной 2-
группой. 

Покажем, что HCT =)( . Пусть dcCT ,)( É , где 8=c , 4=d , 24 dc = , 
11 -- = ccdd . Тогда dcH ,2= . Подгруппа 2

1hcz ´  является A
GN –
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нормальной. Поэтому ее характеристическая подгруппа 22 zc  также A
GN –

нормальна. Тогда  
[ ] [ ] EzcHcHzcH =ÇÎ= 22222 ,, , 

что невозможно. Следовательно, HCT =)( . 
Так как CN A

G Ì  и HCT =)( , то аналогично предыдущему случаю 
доказывается, что группа  G  не содержит абелевых нециклических подгрупп 
ранга 1 без кручения. Тогда фактор-группа )(/ CTC  является циклической 
подгруппой бесконечного порядка и xHC l= , где ¥=x . Отсюда 

[ ] 2
1

2
1,, hhxH Í  и yHC ´= , где xy = , или 1xhy = , или 2xhy = , или 

21hxhy = . Следовательно, С является HA–группой и централизатор С содержит 
все элементы бесконечного порядка и является произведением нормальной 
группы кватернионов порядка 8 и бесконечной циклической группы. Теорема в 
этом случае доказана. 

3. baN A
G l= , где ¥=a , 8=b , 11 -- = aabb . 

В этом случае коммутант A
GN  равен Gza <=2 , GzCC G ¹= )(  и 

bCG = , Cb Î2 . Как и в предыдущих случаях доказывается, что подгруппа 
)(CT  конечна и имеет единственную подгруппу порядка 2. 

Пусть )(CT  – кватернионная 2-группа, 21,)( hhHCT == , nh 21 = , 

2³n , 42 =h , 2
2

2
1

1
hh

n
=

-

, 1
121

1
2

-- = hhhh .  Так как GH < , то можно рассмотреть 

подгруппу Hb . Если она содержит элементарную абелевую подгруппу  

tb ´2  порядка 4,  то Ct Ï  и далее, как и выше, приходим к противоречию. 

Если Hb  – кватернионная группа, то в ней нормальны все циклические 

подгруппы  порядка больше 4. Тогда Hbb <  и H  содержит такой элемент 

h  порядка 4, что 11 -- = bbhh . Но zh,  является A
GN –нормальной подгруппой 

и потому  
[ ] 22 ,, hzhbhbb =ÇÎ=- , 

22 =-b , что невозможно. Следовательно, )(CT – циклическая группа. 

 Пусть cCT =)( . Тогда cb Î2 . Предположим, что cc Î1  и 81 =c . 

Так как Gc < , то bc1  - 2-группа порядка 16, порожденная двумя 
элементами порядка 8. Тогда она содержит элементарную абелевую подгруппу 

tb ´4  порядка 4, причем Ct Ï , что невозможно по лемме 3. Следовательно, 
2)( bCT = . 

Покажем, что группа G  не содержит абелевых нециклических подгрупп 
без кручения ранга 1. Допустим, что Х – максимальная абелева нециклическая 
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подгруппа без кручения ранга 1 группы G . Подгруппа Х является A
GN –

нормальной. Тогда [ ] XXNC A
G ÌÇ ),( . С другой стороны, по лемме 2 CX Ì  и 

)(/ CTC  абелева. Тогда )(CTC Í¢  и [ ] )(),( CTXNC A
G ÍÇ . Значит, 

[ ] EXNC A
G =Ç ),( .  

Далее [ ] A
GNXXb ÇÍ, , где A

GNX Ç  – циклическая подгруппа. Поскольку 
Х является A

GN –нормальной, то для любого элемента XxÎ  11 -- = xxbb  или 
[ ] 1, =xb . Если 11 -- = xxbb , то [ ]Xb,  – нециклическая подгруппа, что 
невозможно. Значит, [ ] 1, =xb . Но тогда )( A

GNXZX ×Ì  и A
GNXC ×=1  является 

HA–группой, что противоречит предложению 1. Таким образом, все абелевы 
подгруппы без кручения ранга 1 группы G  циклические.  

Тогда )(/ CTC  - циклическая группа бесконечного порядка и 

xbC l2= , ¥=x , bxbCG ==  и группа G  удовлетворяет условиям 
теоремы.  

4. baN A
G l= , где ¥=a , pb 2= , 2¹p , 11 -- = aabb .  В этом случае 

коммутант A
GN  равен Gza <=2 , )( zCCG G=¹ , pbCbCG l== , 

Cb Î2 . Как и в предыдущем случае доказывается, что периодическая часть 
)(CT  имеет единственную подгруппу простого порядка 2¹p  и является 

циклической р-группой: cCT =)( . Пусть pc >  и cc Î1 , 2
1 pc = . Так как 

подгруппа 2
1 bzc ´  является A

GN –нормальной, то ppcz 1  также A
GN –

нормальна. Тогда  
pppppp czczbczb 1

1
11

1 )()( --- == , 
12 =pz , что невозможно. С другой стороны, невозможно pppp czbczb 11

1 )( =- . 

Поэтому 2)( bcCT == . 
Аналогично предыдущему случаю доказывается, что группа G  не 

содержит абелевой нециклической подгруппы ранга 1 без кручения. Значит, 
xbC l2= , где ¥=x , bxbCG ==  и в этом случае группа G  

удовлетворяет условиям теоремы. 
5. bcaN A

G ll )(= , где 2¹= pa , 2=b , ¥=c , 11 -- = aacc , 

[ ] 1, =ba , 11 -- = ccbb . В этом случае коммутант 2,)( caN A
G =¢ , Gzc p <=2 , 

cazCC G lÉ= )( , CbÏ , bCG l= .  

Покажем, что aCT =)( . В самом деле, пусть имеется )(CTgÎ , qg =  - 

простое число и ag ¹ . Так как подгруппа )( gz ´  – A
GN -нормальна, то и 

подгруппа g  будет A
GN –нормальной. Тогда A

GNgG ´=1 . Отсюда 

[ ] Egcaca =ÇÎ ,, , что невозможно. Следовательно, )(CT  имеет 
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единственную подгруппу простого порядка. Далее как и в предыдущих случаях 
доказывается, что xCT =)(  – циклическая р-группа. Пусть 1xx Ê , 

2
1 px = . Тогда azx ´1  – A

GN -нормальна, ppp xzzx 11 )( =  – A
GN -нормальна 

и потому 
1

111
1 )()( --- == pppppp xzxzbxzb . 

Отсюда 12
1 =px , что невозможно по условию. Следовательно, aCT =)( . 

Покажем, что группа G  не содержит абелевых нециклических подгрупп 
без кручения ранга 1. Допустим, что Х – максимальная абелева нециклическая 
подгруппа без кручения ранга 1 группы G . Подгруппа Х является A

GN –
нормальной и потому [ ] XXNC A

G ÌÇ ),( . С другой стороны, по лемме 2 CX Ì  
и )(/ CTC  абелева. Тогда )(CTC Í¢  и [ ] )(),( CTXNC A

G ÍÇ  и 
[ ] EXNC A

G =Ç ),( . Далее ))(( A
GNCXZX Ç×Ì  и )(1

A
GNCXC Ç×=  является 

HA–группой, что противоречит описанию таких групп. Значит, все абелевы 
подгруппы без кручения ранга 1 группы G  циклические. Тогда yaC l= , 

¥=y , bCG l=  и группа G  удовлетворяет условиям теоремы. Все варианты 

для нормы A
GN  рассмотрены и теорема доказана. 

Теорема 5. Пусть G  – непериодическая локально разрешимая группа и ее 
норма A

GN  абелевых нециклических подгрупп смешанная, содержит абелевы 
нециклические подгруппы без кручения ранга 1 и не является IH -группой. Тогда 
G  – конечное расширение нормальной абелевой нециклической  подгруппы без 
кручения ранга 1, централизатор которой является прямым произведением 
циклической р-группы или группы кватернионов порядка 8 и абелевой 
нециклической подгруппы без кручения ранга 1. 

Доказательство. Поскольку норма A
GN  абелевых нециклических 

подгрупп не является IH –группой, то по предложению 1 она не содержит 
свободной абелевой подгруппы ранга 2. Тогда по теореме 2 [11] и группа G  не 
содержит  свободной абелевой подгруппы ранга 2.  

Разобьем доказательство на несколько шагов в зависимости от строения 
нормы A

GN  абелевых нециклических подгрупп группы G .  
1. BHN A

G ´= ,  где  21 , hhH =  – группа кватернионов порядка 8, B  – 
группа, изоморфная аддитивной группе 2-ичных дробей. 

Так как BBN A
G == 44)( , то GB < . Обозначим )(BCC G= . Группа С не 

содержит элемента f  простого порядка q , не принадлежащего Н. В самом 
деле, пусть qf =  и Hf Ï . Тогда Bf ,  – A

GN -нормальна и потому 

fNf A
G< . Тогда fNG A

G ´=1  является HA -группой, что невозможно по 
их описанию. Значит, HCT É)(  и имеет единственную подгруппу простого 

порядка – инволюцию 2h . Тогда )(CT  – кватернионная 2-группа. Пусть 
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dcCT ,)( Ê , где 8=c , 4=d , 24 dc = , 11 -- = ccdd . Тогда dcH ,2= . 

Подгруппа 2dcb ´ , где BbÎ  и ¥=b  является A
GN -нормальной. Поэтому 

ее характеристическая подгруппа 22bc  также A
GN -нормальна. Тогда 

[ ] [ ] EbcHcHbcH =ÇÌ= 22222 ,, , 

что невозможно в группе кватернионов H . Следовательно, HCT =)( . 
По лемме 2  BC /  локально конечна, )(/ CTC  – абелева группа без 

кручения ранга 1, A
GNBHC =´Ê , а централизатор С содержит все элементы 

бесконечного порядка группы G  и все абелевы нециклические подгруппы 
группы G . Допустим, что A

GNC ¹ . Тогда существует элемент A
GNCx \Î  и 

¥=x . Подгруппы Bx,  и 2,hx  являются A
GN –нормальными. Если 

подгруппа Bx,  без кручения, то xhxBx =Ç 2,,  также A
GN –нормальна. 

Если подгруппа Bx,  смешанная, то 1, BhBx ´= , где 4£h , BB ¹1  и 

1hxx = , 11 Bx Î , A
GNx Ï1 . Подгруппы 1B  и hx ,1  являются A

GN –нормальными 

и 111 , xhxB =Ç  также A
GN –нормальна.  Таким образом, если A

GNC ¹ , то 

можно указать такую A
GN –нормальную подгруппу x , что A

GNCx \Î . 

Значит, для произвольного элемента A
GNd Î  axxdd =-1 . Поскольку 

фактор-группа BC /  локально конечна, то Bxk Î  для некоторого целого числа 
k  и kkk xxdxd ==- a1 . Тогда 1=a , )( A

GNxZxÎ  и A
GNxC =1  является HA–

группой. Учитывая строение HA–групп, 11 BHC ´= , где 1B  – группа, 
изоморфная аддитивной группе 2-ичных дробей. 

По лемме 2 фактор-группа )(/ CTC  абелева и )(CTC Í¢ . Поскольку 

CCTC ¢ÊÊ )(1 , то CC <1  и CBC <1
4

1 = . Покажем, что подгруппа 1B  
содержится в централизаторе любой абелевой нециклической подгруппы А 
группы G . По лемме 2 CAÌ . Если А – непериодическая абелева 
нециклическая подгруппа, то она порождается элементами бесконечного 
порядка. Пусть AgÎ  и ¥=g . Тогда CgÎ  и [ ] 11, BBg Ì . Но, с другой 
стороны, [ ] )(, 1 CTBg Í  и потому [ ] EBg =1, . Если А – периодическая абелева 
нециклическая подгруппа, то )(CTAÍ , что невозможно. Значит, A

GNB Í1 , что 
противоречит выбору элемента х.   

Значит, A
GNC =  и С является прямым произведением абелевой 

нециклической подгруппы без кручения ранга 1 и группы кватернионов 
порядка 8. В этом случае теорема доказана. 

2. bAN A
G l= , где  А – группа, изоморфная аддитивной группе 2-ичных 

дробей, 8=b , 11 -- = aabb   для любого элемента AaÎ .  
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Подгруппа AAN A
G ==¢ 2)(  – характеристическая в нормальной подгруппе 

A
GN  и GA< . Обозначим GACC G <)(= . По лемме 2 фактор-группа AC /  

локально конечна и )(/ CTC  – абелева группа без кручения ранга 1. 
Предположим, что )(CT  содержит элемент d  простого порядка q , 

который не принадлежит 2b . Подгруппа Ad ,  – A
GN -нормальна и потому 

dNd A
G< . Тогда dN A

G ´  является HA -группой, что противоречит их 

описанию. Значит, 2)( bCT É  и имеет единственную подгруппу простого 

порядка 4b .  
Аналогично доказательству пункта 3 теоремы 4 доказывается, что 

2)( bCT = . Так как A
GNbCT Ì= 2)(  и GCT <)( ,  то  по лемме 2  фактор-

группа CG /  циклическая порядка 2 и bCG = . 

Обозначим 2
1 bANCC A

G ´=Ç= . Предположим, что 1CC ¹ . Тогда 

существует элемент A
GNCx \Î  и ¥=x . Подгруппы Ax,  и 2,bx  являются 

A
GN –нормальными. Если подгруппа Ax,  без кручения, то xbxAx =Ç 2,,  

также A
GN –нормальна. Тогда либо [ ] 1, =xb , либо 11 -- = xxbb . Если [ ] 1, =xb , то 

подгруппа bx,  – A
GN –нормальна и A

GNb < , что противоречит строению 

нормы A
GN . Следовательно, 11 -- = xxbb .  

Тогда  подгруппа bAG l11 = , где AxA ,1 = , является HA -группой. 

Учитывая строение HA -групп, подгруппа 1A  является 2-полной. Тогда 

1
22 ,, AbAxb ´=  – абелева подгруппа централизатора С. По лемме 2 фактор-

группа )(/ CTC  абелева и )(CTC Í¢ . Поскольку CCTAb ¢ÊÊ´ )(1
2 , то 

CAb <1
2 ´ . Так как подгруппа 1A  2-полная, то CAAAb <1

4
1

4
1

2 )( ==´ . 
Покажем, что подгруппа 1A  содержится в централизаторе любой абелевой 
нециклической подгруппы F  группы G . По лемме 2 CF Ì . Если  F  – 
непериодическая абелева нециклическая подгруппа, то она порождается 
элементами бесконечного порядка. Пусть Ff Î  и ¥=f . Тогда Cf Î  и 
[ ] ECTAAf =ÇÌ )(, 11 . Если F  – периодическая абелева нециклическая 
подгруппа, то )(CTF Í , что невозможно. Значит, A

GNA Í1  и 11 CA Í , что 
противоречит выбору элемента х.   

Если подгруппа Ax,  смешанная, то 2
2, AbAx k ´= , где 42 £kb , 

AA ¹2  и 1
2 xbx k= , 21 Ax Î , 11 Cx Ï . Подгруппы 2A  и 2

1,bx  являются A
GN –

нормальными и 1
2

12 , xbxA =Ç  также A
GN –нормальна.  Снова получаем, 
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что 1
11

1 -- = xbxb  и подгруппа bAG l22 =  является HA -группой, причем 
подгруппа 2A  2-полная. По аналогии с рассуждениями предыдущего абзаца 
доказывается, что  12 CA Í , что противоречит выбору элемента x . 

Таким образом, 2bAC ´= , A
GNG =  и группа G  удовлетворяет 

условиям теоремы.  
3. bAN A

G l= , где А – группа, изоморфная аддитивной группе р-ичных 

дробей ( 2¹p ), pb 2= , 11 -- = aabb   для любого элемента AaÎ .  

Так как AAbA pp ==),( 2 , то подгруппа А характеристическая в 

нормальной подгруппе A
GN  и поэтому GA< . Обозначим GACC G <)(= . По 

лемме 2 фактор-группа AC /  локально конечна, а фактор-группа )(/ CTC  
абелева без кручения ранга 1.  

Аналогично рассуждениям пункта 4 теоремы 4 и предыдущего пункта 
доказывается, что 2)( bCT =  и 2bAC ´= . Поэтому A

GNG =  и группа G  
удовлетворяет условиям теоремы. Теорема доказана. 

Теорема 6. Пусть G  - непериодическая локально разрешимая группа и её 
норма A

GN  абелевых нециклических подгрупп является неабелевой группой без 
кручения. Тогда A

GNG = . 
Доказательство. По условию норма A

GN  абелевых нециклических 
подгрупп bAN A

G l= , где А – группа, изоморфная аддитивной группе р-ичных 

дробей, ¥=b , maabb =-1 , npm ±= , 1³n  для любого элемента AaÎ .  

Поскольку подгруппа А р-делимая, то GAN A
G <=¢)( . Обозначим 

GCACG <=)( . Фактор-группа CG /  изоморфна подгруппе 
мультипликативной группы рациональных чисел, причем Cb k Ï  для любого 
натурального числа k . 

Покажем, что централизатор С является группой без кручения. Допустим, 
что подгруппа С смешанная. Тогда С содержит подгруппу простого порядка 

d . Подгруппа Ad ,  является A
GN –нормальной и d  также A

GN -нормальна 

как периодическая часть подгруппы Ad , . Тогда подгруппа A
GNd ´  является 

HA–группой, что противоречит строению HA–групп. Значит, централизатор С 
является группой без кручения. 

По лемме 2 фактор-группа AC /  локально конечна и фактор-группа 
)(/ CTC  абелева группа без кручения ранга 1. Поскольку ECT =)( , то 

централизатор С является абелевой группой без кручения ранга 1.  
Покажем, что фактор-группа CG /  циклическая. Допустим, что она 

содержит подгруппу yCxCCG ´=/1 , где ¥=yC . Тогда ¥=xC  или 

2=xC .  
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Если 2=xC , то Cx Î2 . Если ¥<x , то 2=x , поскольку С группа без 

кручения. Если ¥=x  и Cx Î2 , то существуют такие элементы Ccc Î1, , что 

1
1 ccxx =- , cc ¹1 . Но lk cx =2  для некоторых целых чисел k  и l . Тогда 

lll ccxcx ==-
1

1  и потому cc =1 , что невозможно ввиду выбора элемента с.  
Таким образом, из условия  2=xC  получаем 2=x  и 11 -- = ccxx  для 
произвольного элемента CcÎ . 

Поскольку [ ] [ ] [ ]xccxcxc ,,, 2121 =×  для произвольных элементов Ccc Î21, , 
то множество элементов вида [ ]xc, , CcÎ  образуют подгруппу 1C  группы С, 
которая является гомоморфным образом последней при отображении [ ]xcc ,® . 
Если ядро этого гомоморфизма не равно единичной подгруппе, то EC =1 . Но 
тогда xC – абелева группа, что невозможно по условию. Таким образом, ядро 
гомоморфизма равно Е и CC @1 . Отсюда следует, что 1C  имеет конечный 
индекс в С и GC <1 .  

Обозначим 12 / CC  централизатор подгруппы 1/ CC  в группе 11 / CG . 
Поскольку [ ] 1, Cxc Î , то 2Cx Î . Из изоморфизма 

)//()/(/ 1122 CCCCCC @  

следует, что группа 12 / CC  метабелева и CyxCCC n´=/2 , причем 0¹n , 
так как в противном случае подгруппа 2C будет иметь бесконечный индекс в 

1G , поскольку )//()/(/ 121121 CCCGCG @ – конечная группа. Дальше 

получаем [ ] 111 /, CCCyxC n Î , [ ] 111 , CCyxC kn Î для некоторого натурального k .  
Отсюда и из метабелевости группы 12 / CC  следует, что 

[ ] [ ] 11111 ,, CCyxCCyxC nkkn == , 
то есть [ ] 1, Cyx nk Î . Тогда [ ] [ ]xcyx nk ,, =  для некоторого Cc Î . Но 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1,,,,, 1 =×=×××= - nknknk yxcxcyxccxcyx . 

Кроме того, Ecyx nk =Ç , ¥=cy nk . Поэтому G  содержит свободную 
абелеву подгруппу ранга 2, что невозможно. Таким, образом, фактор-группа 

CG /  циклическая.  
Пусть AC ¹ . Поскольку С  является группой без кручения, а фактор-

группа AC /  локально конечна, то существует элемент ACf \Î , ¥=f  и 
lk af =  для некоторых натуральных чисел k  и l . Подгруппа Af ,  является  

A
GN -нормальной. Тогда ba affbb =-1 , AaÎ . Далее  

kkkk afafbfb baba ==- )(1 . 
С другой стороны, 

kmlmlk fababbfb === -- 11 , 
kmkk faf =ba , kmk ffa )( ab -= , mffa ab -= . 

Тогда  
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mm fffffbb == -- aa1  

и G  является HA–группой, A
GNG = , что противоречит выбору элемента f . 

Таким образом,  AC =  и группа G  удовлетворяет условию теоремы. Теорема 
доказана. 

Следствие 7. Если G  – непериодическая локально разрешимая  группа, 
норма A

GN  абелевых нециклических подгрупп которой недедекиндова и не IH -
группа, то  [ ] ¥<£ A

GNG :1 . 
Следующие примеры показывают, что в следствии 7 условие 

недедекиндовости нормы A
GN  является существенным.  

Пример 1. CbaG ´= )( l , где ¥=a , 2=b , 11 -- = aabb , С – абелева 

группа, отличная от единичной. В этой группе CN A
G =  и [ ] ¥=A

GNG : .  
Пример 2. HbaG ´= )( l , где ¥=a , 2=b ,   11 -- = aabb , Н – 

гамильтонова группа. В этой группе HN A
G =  и [ ] ¥=A

GNG : .  
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