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Анотацiя. У роботi дослiджується розподiл випадкової величини

θ =
1

θ1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

θ1(θ1 + 1) . . . θn−1(θn−1 + 1)θn
,

де (θn) – послiдовнiсть випадкових величин, якi приймають натуральнi значе-
ння i утворюють однорiдний Ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями
(p1, p2, . . . , pn, . . .) i матрицей перехiдних ймовiрностей ∥pik∥, вивчається лебегiв-
ська структура (вмiст дискретної, абсолютно неперервної та сингулярної компо-
нент), тополого-метричнi i фрактальнi властивостi спектра (мiнiмально замкне-
ного носiя мiри).
Анотация.В работе исследуется распределение случайной величины

θ =
1

θ1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

θ1(θ1 + 1) . . . θn−1(θn−1 + 1)θn
,

где (θn) – последовательность случайных величин, которые принимают нату-
ральные значения и образуют однородную цепь Маркова с начальными вероя-
тностями (p1, p2, . . . , pn, . . .) и матрицей переходных вероятностей ∥pik∥, изучае-
тся его лебеговская структура (содержимое дискретной, абсолютно непрерывной
та сингулярной компонент), тополого-метрические и фрактальные свойства спе-
ктра (минимально замкнутого носителя меры).
Abstract. In the paper we consider the distributions of random variables

θ =
1

θ1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

θ1(θ1 + 1) . . . θn−1(θn−1 + 1)θn
,

where (θn) is a sequence of random variables taking the values of positive integers to
form a homogeneous Markov chain. Consider the Markov chain with initial probabili-
ty (p1, p2, . . . , pn, . . .) and with transition matrix ∥pik∥. We study Lebesgue structure
of this distribution, topological, metric and fractal properties of the spectra of distri-
bution (a minimal closed support of distribution).

Вступ

Нагадаємо [7], що L̃-зображенням дiйсного числа x ∈ (0; 1] називається символi-
чний (скорочений) запис x = ∆L̃

a1a2...an..., де an ∈ N = {1, 2, 3, . . .}, його розвинення
в знакопочережний ряд Люрота [1], [2]:

x =
1

a1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
≡ ∆L̃

a1a2...an...

Ключовi слова i фрази. Знакопочережний ряд Люрота; L̃-зображення; випадкова величина; роз-
подiл суми ряду Люрота, елементи якого є випадковими величинами з марковською залежнiстю;
лебегiвська структура розподiлу; сингулярний розподiл з аномально фрактальним спектром.

1



2 М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ ТА Ю. В. ХВОРОСТIНА

або x = ∆L̃
a1a2...ak(0)

, коли x має скiнченний розклад

x =
1

a1
+

k∑
n=2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
≡ ∆L̃

a1a2...ak(0)
.

Критерiєм рацiональностi числа у його L̃-зображеннi є наступне твердження [1]:
дiйсне число x ∈ (0, 1] є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли його L̃-зображення є
скiнченним або перiодичним. По аналогiї з s-ково-рацiональними та s-ково-iррацiо-
нальними числами [6], тi рацiональнi числа, якi мають нескiнченне L̃-зображення на-
зиватимемо L̃-iррацiональними, а тi, якi мають скiнченне L̃-зображення, – L̃-рацiона-
льними. Кожне L̃-рацiональне число має два формально рiзних зображення

∆L̃
a1a2...ak−1(0)

= ∆L̃
a1a2...ak−2[ak−1+1](0),

L̃-iррацiональнi числа мають єдине зображення. Тому для L̃-iррацiональних чисел
k-тий символ (цифра) ak = ak(x) L̃-зображення є функцiєю числа, що зображається.

У теорiї чисел загальновживаними є термiни двiйково-рацiональне (бiльш загаль-
не: s-ково-рацiональне) число та двiйково-iррацiональне (s-ково-iррацiональне) чи-
сло. Перше має два зображення, одне з яких має перiод (0). Поняття L̃-рацiонального
та L̃-iррацiонального введенi за аналогiєю.

Зауважимо, що L̃-зображення i зображення чисел елементарними ланцюговими
дробами мають спiльну топологiю, але принципово рiзнi метричнi теорiї.

L-зображення чисел [4], яке грунтується на представленнi чисел знакододатними
рядами Люрота (вперше описане в [2]), i L̃-зображення мають однакове основне
метричне вiдношення, а тому – аналогiчнi метричнi теорiї, але рiзну топологiю.

У нашiй попереднiй роботi [3] дослiджувалися властивостi розподiлу випадкової
величини

ξ =
1

η1
+

∞∑
k=2

(−1)n−1

η1(η1 + 1) . . . ηk−1(ηk−1 + 1)ηk
≡ ∆L̃

η1η2...ηk...

з незалежними елементами (L̃-символами) ηk розкладiв в знакозмiннi ряди Люро-
та. Для ξ вичерпно вивчено лебегiвську структуру розподiлу, а саме: доведено його
лебегiвську чистоту та критерiї належностi до трьох чистих типiв (дискрентого, аб-
солютно неперервного, сингулярного); описано тополого-метричнi i фрактальнi вла-
стивостi спектра. У данiй роботi розглядається випадкова величина θ, L̃-символи
якої є випадковими величинами з марковською залежнiстю. Ми знову цiкавимось
лебегiвською структурою її розподiлу, спектральними властивостями, зокрема, фра-
ктальними властивостями носiїв розподiлу.

Нехай (θn) – послiдовнiсть дискретно розподiлених випадкових величин, якi набу-
вають натуральних значень 1, 2, . . . ,m . . . i утворюють однорiдний ланцюг Маркова
з початковими ймовiрностями p1, p2, . . . , pm, . . . i матрицею перехiдних ймовiрностей
∥pik∥ , тобто

P{θ1 = m} = pm > 0,
∞∑

m=1

pm = 1;

P{θk+1 = j|θk = i} = pij ≥ 0,
∞∑
j=1

pij = 1 ∀i ∈ N.

Розглядається випадкова величина θ, яка має нескiнченне L̃-зображення, елемен-
ти якого є випадковими величинами θn, тобто

θ =
1

θ1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

θ1(θ1 + 1) . . . θn−1(θn−1 + 1)θn
≡ ∆L̃

θ1θ2...θn....
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Зауваження 0.1. Очевидно, що випадкова величина θ не набуває значень з множини
Q′ рацiональних чисел, L̃-зобреження яких є скiнченними. Ймовiрнiсний простiр, на
якому θ є коректно визначеною, є ((0; 1)∗,B∗,P), де (0; 1)∗ = (0; 1)\Q′,B∗ – σ-алгебра
борелiвських пiдмножин (0; 1)∗.

Зауваження 0.2. Якщо всi рядки матрицi перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ однаковi i
спiвпадають з вектором (p1, p2, . . . , pn, . . .), то ми матимемо випадок незалежностi та
однакової розподiленостi випадкових величин θn, який вивчався у роботi [3]. Якщо
при цьому ще й pk = 1

k(k+1) для всiх k ∈ N, то розподiл θ буде рiвномiрним на [0, 1].

1. Критерiй наявностi атомiв

Оскiльки ми розглядаємо лише дiйснi числа x ∈ (0; 1], якi мають нескiнченне
зображення, то для таких однозначно визначається число ak(x) – k-ий символ не-
скiнченного L̃-зображення числа. Тому очевидним є наступне твердження.

Лема 1.1. Для будь-якої послiдовностi натуральних чисел (cn) мають мiсце на-
ступнi рiвностi

P{θ = ∆L̃
c1c2...cn...} = pc1

∞∏
k=1

pckck+1
,

P{θ ∈ ∆L̃
c1c2...cn} = pc1

n−1∏
k=1

pckck+1
,

де ∆L̃
c1c2...cn ≡ {x : ai(x) = ci, i = 1, n} — цилiндр рангу n з основою c1c2 . . . cn.

Теорема 1.1. Розподiл випадкової величини θ має атоми тодi i тiльки тодi, коли
iснує така послiдовнiсть натуральних чисел (a1, a2, . . . , ak, . . .), що

H(an) ≡ pa1

∞∏
k=1

pakak+1
> 0.

Точковим спектром (множиною атомiв) розподiлу випадкової величини θ є мно-
жина

Dθ = {x : H(an(x)) > 0}.

Доведення. З єдиностi L̃-зображення числа x ∈ (0; 1)∗ випливає рiвнiсть:

P{θ = x} = pa1(x)

∞∏
k=1

pak(x)ak+1(x), (1)

а отже, x є атомом розподiлу θ тодi i тiльки тодi, коли iснує принаймнi одна послi-
довнiсть (an) така, що

pa1(x)

∞∏
k=1

pak(x)ak+1(x) > 0.

Отже, має мiсце теорема 1.1. �

Наслiдок 1.1. Розподiл випадкової величини θ є неперервним, тобто ймовiрнiсна
мiра кожної одноточкової множини дорiвнює нулю, тодi i тiльки тодi, коли для
довiльної послiдовностi натуральних чисел (ak) виконується рiвнiсть H(an) = 0.

Наслiдок 1.2. Якщо iснує набiр натуральних чисел (i1, i2, . . . , ik) такий, що

pi1i2 = pi2i3 = . . . = piki1 = 1,

то точка x з перiодичним L̃-зображення ∆L̃
(i1i2...ik)

є атомом розподiлу θ з масою pi1 .
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Наслiдок 1.3. Якщо елементи матрицi перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ вiдокрем-
ленi вiд одиницi, то розподiл випадкової величини θ є неперервним.

Наслiдок 1.4. Якщо має мiсце рiвнiсть

M ≡
∞∏
i=1

max
k

{pik} = 0,

то розподiл випадкової величини θ є неперервним.

Справдi, оскiльки
∞∑
k=1

pik = 1 для будь-якого i ∈ N, то кожен рядок матрицi ∥pik∥

має найбiльший елемент, а отже, для будь-якого x ∈ (0, 1)∗

P{θ = x} = pa1(x)

∞∏
k=1

pak(x)ak+1(x) ≤ M = 0.

Отже, розподiл є неперервним за означенням.

Наслiдок 1.5. Необхiдною умовою наявностi атомiв у розподiлу θ є нерiвнiсть

M > 0.

Зауваження 1.1. Умова M > 0 не є достатньою умовою наявностi атомiв, оскiльки
при виконаннi системи рiвностей

pjkj ≡ max
k

{pjk} = pjj , j = 1, 2, 3, . . . ,

розподiл випадкової величини θ атомiв не має.

2. Вираз функцiї розподiлу

Лема 2.1. Функцiя розподiлу Fθ(x) випадкової величини θ для довiльного x ∈ (0; 1)∗

має вигляд

Fθ(x) = β1(x) + pa1(x)

∞∑
k=2

(βk(x)

k−2∏
i=1

pai(x)ai+1(x)), де (2)

β1(x) =

∞∑
j=a1(x)+1

pj , βk(x) =


∞∑

j=ak(x)+1

pak−1(x)j , якщо k = 2m− 1,

ak(x)−1∑
j=1

pak−1(x)j , якщо k = 2m, m ∈ N,

i ak(x) є k-им L̃-символом числа x, для решти точок x ∈ R функцiя розподiлу
довизначається за неперервнiстю злiва.

Доведення. Нагадаємо, що Fθ(x) = P{θ < x}. Тодi оскiльки подiя {θ < x}, де
x = ∆L̃

a1a2...ak...
, є об’єднанням несумiсних подiй, а саме:

{θ < x} = {θ1 > a1(x)} ∪ {θ1 = a1(x) ∧ θ2 < a2(x)} ∪ . . .∪

∪{θ1 = a1(x) ∧ θ2 = a2(x) ∧ . . . ∧ θ2k−2 = a2k−2(x) ∧ θ2k−1 > a2k−1(x)}∪
∪{θ1 = a1(x) ∧ θ2 = a2(x) ∧ . . . ∧ θ2k−1 = a2k−1(x) ∧ θ2k < a2k(x)} ∪ . . .

i
P{θ1 = a1(x), . . . , θk−1 = ak−1(x), θk > ak(x)} =

= P{θ1 = a1(x)} . . .P{θk−1 = ak−1(x)|θk−2 = ak−2(x)}P{θk > ak(x)|θk−1 = ak−1(x)} =

= pa1(x)

k−2∏
i=1

pai(x)ai+1(x) ·
∞∑

j=ak(x)+1

pak−1(x)j ,
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а

P{θ1 = a1(x), . . . , θk−1 = ak−1(x), θk < ak(x)} =

= P{θ1 = a1(x)} . . .P{θk−1 = ak−1(x)|θk−2 = ak−2(x)}P{θk < ak(x)|θk−1 = ak−1(x)} =

= pa1(x)

k−2∏
i=1

pai(x)ai+1(x) ·
ak(x)−1∑

j=1

pak−1(x)j ,

то

Fθ(x) =
∞∑

j=a1(x)+1

pj + pa1(x) ·
a2(x)−1∑

j=1

pa1(x)j + . . .+

+pa1(x)

2k−3∏
i=1

pai(x)ai+1(x)

∞∑
j=a2k−1(x)+1

pa2k−2(x)j+

+pa1(x)

2k−2∏
i=1

pai(x)ai+1(x)

a2k(x)−1∑
j=1

pa2k−1(x)j + . . . .

Використовуючи введенi скорочення βk(x), отримуємо вираз (2). �

Наслiдок 2.1. Якщо всi елементи матрицi перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ дода-
тнi, то функцiя розподiлу Fθ випадкової величини θ є строго зростаючою на [0, 1]
i її спектр фрактальними властивостями не володiє. Якщо ж pτς=0, то Fθ(x) є
постiйною на кожному з iнтервалiв

∇a1a2...akτς ≡ (∆a1a2...akτς(1);∆a1a2...akτ(ς+1)(1)).

Лема 2.2. Якщо в точцi x0 iснує похiдна F ′
θ(x0) функцiї розподiлу Fθ(x0), то вона

обчислюється за формулою:

F ′
θ(x0) = paj(x0)

∞∏
k=1

[
ak(x0)(ak(x0) · pak(x0)ak+1(x0) + 1)

]
. (3)

Доведення. Справдi, якщо похiдна F ′
θ(x0) iснує, то

F ′
θ(x0) = lim

k→∞

P{θ ∈ ∆L̃
a1(x0)...ak(x0)

}

|∆L̃
a1(x0)...ak(x0)

|
,

але

P{θ ∈ ∆L̃
a1(x0)...ak(x0)

} = pa1(x0)

k∏
j=1

paj(x0)aj+1(x0),

а

|∆L̃
a1(x0)...ak(x0)

| =
k∏

j=1

1

aj(x0)(aj(x0) + 1)
.

Звiдки i випливає формула (3). �
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3. Лебегiвська структура розподiлу

Нагадаємо [5], що згiдно з класичною теоремою Лебега про розклад функцiї обме-
женої варiацiї довiльна функцiя розподiлу F може бути представлена у виглядi

F (x) = α1Fd(x) + (1− α1)Fc(x) (4)
= α1Fd(x) + α2Fac(x) + α3Fs(x), (5)

αi ≥ 0, α1+α2+α3 = 1, 0 ≤ α1 ≤ 1, Fd(x)— дискретна (функцiя стрибкiв), Fc(x)— не-
перервна, Fac(x)— абсолютно неперервна, Fs(x)— сингулярна функцiї розподiлу —
компоненти функцiї розподiлу.

Кожна з рiвностей (4) i (5) називається лебегiвською структурою функцiї роз-
подiлу F ; рiвнiсть (4) висвiтлює вмiст дискретної та неперервної компонент, а рiв-
нiсть (5) — вмiст дискретної, абсолютно неперервної та сингулярної компонент.

При цьому, коли один з коефiцiєнтiв αi дорiвнює 1 (а отже, iншi дорiвнюють
0), то розподiл називається чистим в залежностi вiд того, де 1— вiдповiдно чисто
дискретний, чисто неперервний, чисто абсолютно неперервний, чисто сингулярний.
У випадку, коли жоден з коефiцiєнтiв не дорiвнює 1, розподiл називається сумiшшю
тих розподiлiв, при яких коефiцiєнти вiдмiннi вiд 0. Зокрема, якщо 0 < α1 < 1, то
розподiл називається сумiшшю дискретного i неперервного.

Теорема 3.1. Якщо всi елементи матрицi ∥pik∥ є одиницями або нулями, то
розподiл випадкової величини θ є чисто дискретним з єдиним атомом у кожному
цилiндрi першого рангу, маса якого дорiвнює вiдповiднiй початковiй ймовiрностi,
зокрема:
1) якщо pjj = 1 для всiх j ∈ N, то точковий спектр є множиною точок виду ∆L̃

(j);
2) якщо pjk = 1 для всiх j ∈ N та деякого фiксованого k ∈ N, то точковий спектр
є множиною точок виду ∆L̃

j(k);
3) якщо pj(j+k) = 1 для всiх j ∈ N та деякого фiксованого k ∈ N, то точковий
спектр є множиною точок виду ∆L̃

j[j+k][j+k][j+2k][j+2k][j+3k]....

Доведення. Для доведення твердження досить показати, що для будь-якого нату-
рального числа j виконується рiвнiсть

P{θ ∈ ∆j} =
∑

x∈Dθ∩∆j

P{θ = x}. (6)

Нехай j — довiльне натуральне число. За лемою 1.1

P{θ ∈ ∆L̃
j } = pj .

Можливi два випадки: pjj = 1 або pjj ̸= 1.
Якщо pjj = 1, то за теоремою 1.1 точка ∆L̃

(j) є єдиним атомом розподiлу випад-

кової величини θ у цилiндрi ∆L̃
j i вiн має масу pj , а отже, рiвнiсть (6) виконується.

Якщо pjj ̸= 1, то iснує таке натуральне j1 ̸= j, що pjj1 = 1. Можливi два випадки:
pj1j1 = 1 або pj1j1 ̸= 1.

Якщо pj1j1 = 1, то точка з перiодичним зображенням виду ∆L̃
j(j1)

є атомом з

масою pj . Тодi цилiндр ∆L̃
j мiстить єдиний атом, маса якого pj . Отже, рiвнiсть (6)

виконується.
Якщо pj1j1 ̸= 1, то iснує таке натуральне j2 ̸= j1, що pj1j2 = 1. I знову можливi

два випадки: pj2j2 = 1 або pj2j2 ̸= 1.
Аналогiчно, якщо знайдеться таке jk, що дорiвнює jm, m < k таке, що pjkjm = 1,

то точка з перiодичним зображенням є атомом, маса якого дорiвнює pj .
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Якщо ж такого k i jk не знайдеться, то iснує послiдовнiсть (jn) така, що pjnjn+1 = 1

для всiх n (причому jn ̸= jm при m < n). Тодi точка ∆L̃
jj1j2...jn...

є атомом розподiлу
θ, який належить ∆L̃

j . I його маса

P{θ = ∆L̃
jj1j2...jn...} = pj

∞∏
n=1

pjnjn+1 = pj .

А отже, рiвнiсть (6) виконується.
Розглянемо частиннi випадки.
1) З доведеного вище при pjj = 1 для деякого j атомом розподiлу є точка ∆L̃

(j)

з масою pj . Оскiльки
∞∑
j=1

pj = 1, то сумарна маса таких атомiв дорiвнює одиницi.

Тобто, точковий спектр складається лише з точок виду ∆L̃
(j).

2) Якщо pjk = 1 для всiх j ∈ N та деякого фiксованого k ∈ N, то pkk = 1 i атомами
розподiлу є точки виду ∆L̃

j(k) вiдповiдно з масами pj . Оскiльки сума всiх pj при j ∈ N
дорiвнює одиницi, то точковий спектр складається лише з точок такого виду.

3) Якщо pj(j+k) = 1 для всiх j ∈ N та деякого фiксованого k ∈ N, то для будь-
якого m ∈ N з леми 1.1 випливає наступна рiвнiсть

P{θ = ∆L̃
m[m+k][m+k][m+2k][m+2k][m+3k]...} = pm

∞∏
i=m

pi(i+k) = pm.

Тому з рiвностi суми всiх початкових ймовiрностей одиницi випливає, що точковий
спектр є множиною точок виду ∆L̃

j[j+k][j+k][j+2k][j+2k][j+3k].... �

Зауваження 3.1. Розподiл θ може мати атоми, навiть коли в матрицi перехiдних
ймовiрностей нулiв взагалi немає. Наприклад, якщо pik > 0, для всiх i ∈ N, k ∈ N,
але

pi(i+1) = 1− 1

(i+ 1)2
,

то в цьому випадку точковий спектр розподiлу буде спiвпадати з хвостовою мно-
жиною L̃-зображення, представником якої є точка x0 = ∆L̃

a1a2...an..., де an = n,
n = 1, 2, . . .. Справдi,

P{θ = x0} =
∞∏
i=1

(
1− 1

(i+ 1)2

)
=

∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
> 0,

оскiльки ряд
∞∑

n=2

1

n2
збiгається.

Лема 3.1. Якщо iснує таке m ∈ N, що pjj = 1, p[m+i]j = 0 для всiх j ≤ m i
∞∏
i=1

max
k

{p[m+i][m+k]} = 0 для всi k ∈ N, то функцiя розподiлу випадкової величини θ

має наступну лебегiвську структуру

Fθ(x) = pFd(x) + qFc(x), (7)

де p =
m∑
j=1

pj , q = 1− p, Fd(x) =
1

p

∑
xj<x

pj , Fc(x) =
1

q
(Fθ(x)− pFd(x)) .

Доведення. За теоремою Лебега функцiю розподiлу випадкової величини θ можна
подати у виглядi рiвностi (7), де Fd(x) — дискретна функцiя розподiлу, Fc(x) —
неперервна функцiя розподiлу, p — сумарна маса атомiв, q = 1− p.
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При виконаннi умов леми очевидно, що pj(k+1) = 0 при всiх k ∈ N i розподiл θ

матиме m атомiв, а саме: точки виду xj = ∆L̃
(j) з масами pj вiдповiдно. Тому

p =
m∑
j=1

pj , q =

1−
m∑
j=1

pj

 .

Тодi

Fd(x) =
1

p

∑
xj<x

pj .

Разом з цим лема 2.1 дає вираз функцiї розподiлу Fθ(x), а тому з рiвностi (7)

маємо Fc(x) =
1

q
(Fθ(x)− pFd(x)) . �

4. Спектральнi властивостi розподiлу

Нехай D[L̃, ij] – множина дiйсних чисел, в L̃-зображеннi яких забороняється ком-
бiнацiя наперед заданих символiв i та j, тобто

D[L̃, ij] = {x : x = ∆L̃
a1...an..., akak+1 ̸= ij, ∀k ∈ N}.

Лема 4.1. Множина

D[L̃, ij] = {x : x = ∆L̃
a1a2...an..., де akak+1 ̸= ij ∀k ∈ N}

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Доведемо спочатку нiде не щiльнiсть множини D[L̃, ij]. Нехай (a, b) до-
вiльний iнтервал вiдрiзка [0, 1]. Легко вказати цилiндр ∆L̃

c1c2...cm ⊂ (a, b). Тодi вну-
трiшнiсть цилiндра ∆L̃

c1c2...cmij не мiстить жодної точки множини D[L̃, ij]. Отже, за
означенням множина D[L̃, ij] є нiде не щiльною.

Доведемо, що λ(D[L̃, ij]) = 0, де λ – мiра Лебега. Нехай F2k – об’єднання всiх
цилiндрiв рангу 2k, внутрiшнiсть яких мiстить точки множини D[L̃, ij], F0 = (0, 1],
а множину F 2(k+1) означимо рiвнiстю

F 2(k+1) = F2k\F2(k+1).

Тодi λ(F 2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F2(k+1)).

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F2(k+1))

λ(F2k)
. (8)

Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ D[L̃, ij] ∀k ∈ N.

D[L̃, ij] =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

З неперервностi мiри Лебега зверху маємо

λ(D[L̃, ij]) = lim
k→∞

λ(F2k).

Тодi

λ(D[L̃, ij]) = lim
k→∞

λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(Fλ2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)
=

∞∏
k=1

λ(F2k)

λ(F2(k−1))
.

З рiвностi (8) маємо

λ(D[L̃, ij]) =
∞∏
k=1

[
1− λ(F 2k)

λ(F2(k−1))

]
.
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Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до нуля тодi i тiльки тодi, коли роз-
бiгається ряд

∞∑
k=1

λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
. (9)

Знайдемо оцiнки вiдношення
λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
. Нехай ∆L̃

c1c2...c2k
– цилiндр iз F2k. Мо-

жливi випадки 1) c2k = i, 2) c2k ̸= i.

Якщо c2k = i, то ∆L̃
c1c2...c2kj

∩D[L̃, ij] = Ø i
∆L̃

c1c2...c2kj

∆L̃
c1c2...c2k

=
1

j(j + 1)
.

Якщо c2k ̸= i, то int∆L̃
c1c2...c2kij

∩D[L̃, ij] = Ø i
∆L̃

c1c2...c2kij

∆L̃
c1c2...c2k

=
1

i(i+ 1)j(j + 1)
.

Тому

0 <
1

i(i+ 1)j(j + 1)
≤ λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
≤ 1

j(j + 1)
< 1.

Отже, ряд (9) розбiгається i λ(D[L̃, ij]) = 0. �

Нагадаємо, що спектром Sθ розподiлу випадкової величини θ називається мно-
жина всiх точок росту її функцiї розподiлу Fθ, тобто мiнiмальна замкнена множина,
на якiй зосереджений розподiл випадкової величини θ.

Лема 4.2. Спектром розподiлу випадкової величини θ є замикання множини

E = {x : x = ∆L̃
a1a2...ak...

, pi > 0 ∀i ∈ N, pakak+1
> 0 ∀k ∈ N}.

Доведення. 1. Покажемо, що E ⊂ Sθ. Нехай ∆L̃
a1a2...ak...

= x ∈ E. Тодi

P{θ ∈ ∆L̃
a1a2...ak

} = pa1

k−1∏
i=1

paiai+1 > 0

для довiльного k ∈ N. З властивостей цилiндрiв випливає, що для довiльного дода-
тного ε iснує таке k, що

∆L̃
a1a2...ak

⊂ (x− ε, x+ ε).

Тому
P{θ ∈ (x− ε, x+ ε)} ≥ P{θ ∈ ∆L̃

a1a2...ak
} > 0,

тобто x ∈ Sθ i, отже, E ⊂ Sθ.
2. Покажемо, що Sθ ⊂ E. Нехай x ∈ Sθ, тобто

P{θ ∈ (x− ε, x+ ε)} > 0 для будь-якого ε > 0. (10)

Припустимо, що iснує k таке, що pak−1ak
= 0, де ∆L̃

a1a2...ak...
= x. Тодi

P{θ ∈ ∆L̃
a1a2...ak

} = pa1

k−1∏
i=1

paiai+1 = 0.

Можливi два випадки:
(1) iснує ε > 0 таке, що (x− ε, x+ ε) ⊂ ∆L̃

a1a2...ak
;

(2) (x− ε, x+ ε) ̸⊂ ∆L̃
a1a2...ak

для довiльного ε > 0.
У першому випадку

P{θ ∈ (x− ε, x+ ε)} ≤ P{θ ∈ ∆L̃
a1a2...ak

} = 0,

що суперечить (10).
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У другому випадку x є односторонньою граничною точкою множини Sθ. Для
конкретностi нехай лiвосторонньою. Тодi iснує таке ε > 0, що (x − ε, x) ⊂ ∆L̃

a1a2...ak

i P{θ ∈ (x, x+ ε)} = 0. I в цьому випадку

P{θ ∈ (x− ε, x+ ε)} = P{θ ∈ (x− ε, x)} ≤ P{θ ∈ ∆L̃
a1a2...ak

} = 0,

що суперечить умовi (10).
Отримана суперечнiсть доводить, що pak−1ak

> 0 для довiльного k ∈ N, тобто
x ∈ E. Отже, Sθ = E, що й вимагалося довести. �

Теорема 4.1. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей має принаймнi один нуль,
то спектр розподiлу випадкової величини θ має нульову мiру Лебега.

Доведення. Якщо pij = 0, то згiдно з лемою 4.2 Sθ ⊂ D[L, ij]. А тому згiдно з
лемою 4.1 λ(Sθ) = λ(D[L, ij]) = 0. �

Наслiдок 4.1. Якщо елементи матрицi перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ вiдокрем-
ленi вiд одиницi i вона мiстить принаймнi один нуль, то розподiл випадкової ве-
личини θ є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Наслiдок 4.2. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ мiстить принаймнi
один нуль i для будь-якої послiдовностi (an), an ∈ N, вираз (1) рiвний нулю, то
розподiл θ є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

5. Фрактальнi властивостi спектра

Теорема 5.1. Якщо pii > 0, pi(i+1) > 0, причому pii + pi(i+1) = 1 ∀i ∈ N, то спектр
розподiлу випадкової величини θ є аномально фрактальною множиною, тобто його
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича [6] дорiвнює нулю.

Доведення. Очевидно, що

Sθ ⊂ E = {x : x = ∆L̃
a1a2...an..., де an+1 − an ∈ {0; 1} ∀n ∈ N}.

Покажемо, що α0(E) = 0. Для цього досить довести, що для будь-якого α > 0 має
мiсце нерiвнiсть

α0(E) < α.

Оскiльки спектр розподiлу

Sθ =

∞∪
i=1

∆′
i,

де ∆′
i = ∆L̃

i ∩ Sθ, i = 1, 2, . . . , та Sθ

1
2∼ ∆′

i, то досить довести, що

α0(∆
′
1) = 0.

Легко бачити, що розмiрнiсть множини ∆′
1 не перевищує розмiрностi самоподiбної

множини
C = C[L̃, V ], де V = {1, 2},

яка є розв’язком рiвняння
1

2x
+

1

6x
= 1,

а отже, числа 0,61.
Враховуючи, що

∆′
1 =

∞∪
n=1

∆′
11...1︸︷︷︸

n

2 ∪ {∆(1)}, де ∆′
12

k∼ ∆′
1...1︸︷︷︸

n

2, k =
1

2n−1
,
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i α0(∆
′
12) ≤ α0(C[L̃, V ]), де V = {2, 3}, отримуємо, що α0(∆

′
12) не перевищує розв’яз-

ку рiвняння
1

6x
+

1

12x
= 1,

а отже, числа 0,34.
Аналогiчно,

∆′
1 =

∞∪
n=1

∞∪
m=1

∆′
11...1︸︷︷︸

n

22...2︸︷︷︸
m

3 ∪ {∆1(2)} ∪ {∆11(2)},

де ∆′
123

k∼ ∆′
11...1︸︷︷︸

n

22...2︸︷︷︸
m

3, k =
1

2n+m−2
,

i α0(∆
′
123) ≤ α0(C[L̃, V ]), де V = {3, 4}, отримуємо, що α0(∆

′
123) не перевищує

розв’язку рiвняння
1

12x
+

1

20x
= 1,

тобто числа 0,26.
Мiркуючи аналогiчно, отримаємо, що розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множи-

ни ∆′
1 не перевищує розв’язку рiвняння(

1

m(m+ 1)

)x

+

(
1

(m+ 1)(m+ 2)

)x

= 1

при будь-якому m ∈ N, тобто α0(E) = α0(Sθ) = 0. �
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